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Vorwort:

In diesem Lesebuch werden die derzeit (ab etwa 2017) im
Abitur verlangten Themen in Geschichtsform (Ute und Uwe)
behandelt. Es wurde mit dem kostenlos downloadbaren
LibreOffice Writer geschrieben und verwendet als Hilfsmittel
einen wissenschaftlichen Taschenrechner. Die
Funktionsgraphen sind meist mit meinem einfachen php-
Plotter (s. www.ckaden.de) erstellt.

Jeder an der derzeitigen Schulmathematik Interessierte
kann das Buch auch ohne grolRere Vorkenntnisse lesen.
Besonderer Wert wurde auch auf Allgemeinbildendes
gelegt. Wert wird auf plausible Erkarungen gelegt

Die Inhalte sind auf das berufliche Gymnasium angelegt,
wobei dartber Hinausgehendes mit [*] markiert ist.

Alte Abituraufgaben findet man bei

www.mathe-aufgaben.com.

In Teil 1 werden zunachst algebraische Grundkenntnisse,
betreffend Gleichungen, behandelt.

Teil 2 handelt dann von Analysis, Vektorrechnung und
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Teil 3 Gebrochen rationale Funktionen


http://www.ckaden.de/
http://www.mathe-aufgaben.com/

Teil 1 Mittelstufe

In diesem Teil lernen wir etwas Algebra, der Hauptursache
fur das Scheitern im Mathematikunterricht.

1. Lineare Gleichungen

Uwe und Ute haben die Geschaftsidee, dass sie auf dem
Flohmarkt Sammelgegenstande kaufen und diese auf ihrer
Homepage anbieten.

Dabei benutzen sie ein Tabellenkalkulationsprogramm

Ware Einkauf|Aufschlag% Versand Endpreis
Pferdchen 15 30 3,5 23

Der Endpreis wurde automatisch berechnet. Dazu muss
man in das letzte Feld folgendes eingeben:
=<B2>+<B2>*<C2>/100+<D2>

(in der Textdatei ist dies sichtbar!)

Erklarung:

Die Inhalte der Tabellenfelder werden intern
folgendermalden gespeichert:

<A1> <A2> <A3> <A4> <A5>
<B1> <B2> <B3> <B4> <B5>
<C1> <C2> <C3> <C4> <C5>

Mit dem vorgestellten Gleichheitszeichen wird dem
Programm mitgeteilt, dass eine Berechnung durchgefuhrt
werden soll.

Mathematisch wurde die Formel folgendermalien aussehen
y=x+xp/100+v

Die Buchstaben sind Variable (Speicher fur Zahlen)

y ... Endpreis

X ... Einkaufspreis

p ... Prozentsatz

v ... Versandkosten

Hat man eine Formel, braucht man sich die korrekte



Berechnung nicht immer neu zu uberlegen.

Die Aufstellung der Formel kann uns nattrlich kein
Computer abnehmen.

Im Zusammenhang mit der Aufstellung von Formeln steht
das Losen von Gleichungen.

Ein Zahlenratsel soll als einfaches Beispiel dienen.

Eine unbekannte Zahl wird zunachst verdoppelt, dann wird
vom Ergebnis 5 subtrahiert. Das Ergebnis ist 11. Wie heil3t
die Zahl?

Wahlt man fur die unbekannte Zahl die Variable x, dann gilt:
2:x-5=11]+5

2:x =16[:2

x=8

Probe: 2:8-5=11,16-5=11

Erlauterung: Man verwendet unter Beachtung der
arithmetischen Rechenregeln passende Gegenoperationen.
Gegenoperationspaare sind Addition(+), Subtraktion(-) und
Multiplikation(-), Division(:).

Weitere Beispiele.

Die unbekannte Zahl wird jetzt zuerst um 5 vermindert, dann
wird das Ergebnis verdoppelt. Das Endergebnis soll 11 sein.
(x-5)-2=11]:2

X-5=95,5|+5

x=10,5

oder:

(x-5)-2=11|Klammer ausmultiplizieren

2:x-10=11|+10

2-:x=21[:2

x=10,5

Ein Problem stellen Minusklammern dar.
2-(x-5)=11|Klammer auflosen (-<+)
2-x+10=11|zusammenfassen

12-x=11|-11



x=-1|-(-1)

x=1

Zu beachten sind hier die Vorzeichenregeln.
(-1)-(-1)=+1=1, (-1)-(+1)=(+1)(-1)=-1

Diese wirken sich auch auf die Auflosung von
Minusklammern aus.

Ergebnis: Lineare Gleichungen konnen durch geeignete
Anwendungen der Grundrechenarten gelost werden.

2. Quadratische Gleichungen

Ute bietet in ihrem Internetshop gestickte Deckchen an.
Diese sind quadratisch mit einer Seitenlange von 1dm.
Jetzt mochte sie die gleichen Deckchen mit doppeltem
Flacheninhalt anbieten.

Sie kann aber die richtige Seitenlange nicht finden.
1,4dm ist zu klein und 1,5dm zu grol}.

Sie fragt Uwe, der schon eine Klasse hoher ist.

Uwe weist Ute darauf hin, dass es sich hierbei um ein
Jahrtausend altes Problem handelt. Geometrisch sei das
Problem aber leicht zu |0sen, sie solle nur ein Deckchen
sticken, dessen Seite so lang ist, wie die Diagonale des
1dm-Quadrats.

Er zeigt ihr folgende Figur, an der der Sachverhalt ablesbar

S

Algebraisch liegt der Sachverhalt vor, dass man die
Gleichung x?=2 nicht mit einen Bruch I6sen kann.



Naherungsweise kann sie aber mit beliebiger Genauigkeit
l6sen, sie solle mal 2 in den TR eintippen

V2=1,414...

Uwe erwahnt noch, dass die Ziffernfolge weder abbricht
noch irgendwann periodisch wird.

Jetzt fangt er auch noch an zu philosophieren. Mathematik
wurde die Wirklichkeit halt nur modellieren.

Ute probiert noch einige Wurzeln aus und interessiert sich
schliel3lich fur LOosung quadratischer Gleichungen.

Uwe schlagt vor, dass sie die Deckchen nach dem
Goldenen Schnitt fertigt (Abbildung s.u.)

Dabei muss gelten

%= arb , wobei eine Seite a, die andere a+b ist.
a
%=1 +2 (rechte Seite aufgespalten)
a

Jetzt setzt man 94—y und b = 1 und erhalt
b a x

x=1+l|-x
X

x?=x+1 und schon hat man eine quadratische Gleichung.
Ute ist gespannt, wie Uwe die Gleichung |6sen will.

Uwe erklart, dass man die Gleichung auf die Form
x?+px+q=0 bringen muss, dann wird die LOsung durch
folgende Formel geliefert wird:

2
X1.2=- % 4 %—q , unter der Wurzel darf aber nichts

Negatives stehen; die Formel kann durch Einsetzen
bestatigt werden.
Oder: (folgt aus pg-Formel, p=b/a, g=c/a, ...)

[ 72
ax?+bx+c=0 xy,= R 2b Jac  falls b2-4ac=0
-d




Zur Losung der vorliegenden Gleichung:

| 1 | 5 _1+£45
2 vw.1= =- =-1: =_ 4+, = =_ 4,/ ==
x2-x-1=0, p=-1, g=-1: X412 2_1/4+ 2_1/4 5

Aus geometrischen Grunden gilt nur das Pluszeichen.

Ergebnis: %=# mit v5=2,24
Zeichenbeispiel mit b=2 und a=1++/5
d

Uwe erwahnt noch, dass diese Form doch viel schoner ist
als die quadratische.

Tatsachlich spielt dieses Verhaltnis in der Asthetik eine
Rolle.

Der Umgang mit Wurzeln wird noch durch folgende Regeln
erleichtert:

Va’=a, (Va)*=a (a20)

(Wurzel und Quadrieren sind ebenfalls Umkehroperationen
voneinander)

weitere Regeln vVa:Vb=vVab, Va:Vb=Va:b

aber: Va+vVb#\a+b

jedoch: cva+cVb=c (Va+b) (Distributivgesetz)

Fur Gleichungen mit hohergradigen Potenzen von x gibt es
keine einfachen Losungsformeln. Jedoch kann es nicht
mehr Losungen geben; als die hochste x-Potenz anzeigt.
z.B. hat x*>-x*-x3+x2+x-1=0 hochstens 5 Lésungen und
mindestens eine, da 5 als grof3te Hochzahl ungerade ist.
Die Naherungsmethode besteht dann darin, dass man den
Term x°-x*-x3+x2+2x-1 auf Vorzeichenwechsel untersucht
und so eine Losung eingrenzt.



Fur x=0 hat der Term den Wert -1, fur x=1 den Wert 1, also
muss zwischen 0 und 1 eine Losung liegen. Diese kann
man dann dezimal beliebig annahern.

In Sonderfallen sind exakte Losungen moglich.

Bei x(x-1)(x+2)=0 sind die Losungen 0; 1; -2 unmittelbar
ablesbar, da das Produkt O ist, und ein Faktor O sein muss.
(Satz vom Nullprodukt)

Bei x3+x2-2x=0 kann man x ausklammern,

X(x?+x-2)=0 und die Losung 0 unmittelbar ablesen; dass 1
und -2 weitere Losungen sind ergibt sich aus

x*+x-2=0 mit obiger Formel.

x*+x2-2=0 ist biquadratisch, man setzt x2>=u und erhalt
u?+u-2=0 mit den Losungen 1 und -2 fur u.

x?=1 fuhrt dann auf die Losungen -1 und 1 fur x,

x?=-2 hat keine reelle Losungen.

3. Exponentialgleichungen

Uwe und Ute haben mit ihrem Internetshop schlieflich
1000€ erwirtschaftet und wollen diese Summe anlegen.
Ute hat eine Bank entdeckt, bei der man 2% Zins erhalt,
wenn man das Geld 4 Jahre anlegt und glaubt, dass man in
4 Jahren 80€ bekommt. Uwe erklart, dass man durch den
Zinseszinseffekt sogar noch mehr bekommt:

Basiskapital: 1000€

Zins 1. Jahr:  20€

Kapital nach 1. Jahr: 1020,00€=1000€-1,02

Kapital nach 2. Jahr: 1040,40€=1020€-1,02=1000€-1,022
Kapital nach 3. Jahr: 1000€-:1,02°=1061,21€

Kapital nach 4. Jahr: 1000€:1,02'=1082,43€

allgemein: Zinseszinsformel

K=Ko*(1+p/100)* (x Zeit in Jahren, p Zinssatz)

Ist die Hochzahl gesucht, erhalt man eine
Exponentialgleichung.



Beispiel:
K«=2K, (Kapitalverdopplung) p=2
Die Angaben fuhren auf die Exponentialgleichung
2=1,02* [log
log(2)=x-log(1,02)|:log(1,02)
x=log(2)/log(1,02)=35
Mit log (Logarithmus) verhalt es sich folgendermalden:
1047 log
X — 100 - Xx
Die Operationen log und 10” sind wieder Gegenoperationen
voneinandr. (vgl. 2 und )
genauer: a°=c (a, b, ¢ natiirliche Zahlen groRer als 1)
a="(c) ... b-te Wurzel aus c: (°V(c))’=c
b=Jog(c) ... Logarithmus aus c zur Basis a: a@*%®=c
Es ware also ,log(8)=3, da 2°=8, die meisten
Logarithmuswerte sind aber irrational und kénnen wie V(2)
nur naherungsweise angegeben werden.
Fur den WTR ist das naturlich kein Problem.
TR-log=1log ... Logarithmus zur Basis 10
(spater In=clog ... natirlicher Logarithmus zur Basis €)
Im Zusammenhang mit dieser Problematik gibt es folgende
Regeln:
a~a’=a*¥  a%a'=a’ 1/a=a’ a’=1
a*-b*=(a-b)* a*:b*=(a:b)* (a*)’ =a*¥
log(a*)=xlog(a)
(wichtig, Logarithmus nur aus positiven Zahlen, ahnlich
Wurzeln nicht aus negativen Zahlen)
Es gibt zwar noch weitere Logarithmusregeln, die man aber
normalerweise nicht braucht.
Beispiel einer komplizierteren Exponentialgleichung:
32+3-3%-4=0
Substitution: 3*=y 3%=y?
Rucksubstitution: x=log(y)/log(3)



y?+3y-4=0 vy,=-1,5%£2,5 x4=log(1)/log(3)=0
Xz existiert nicht, da y»<0.

Erganzung Ungleichungen:

Man I0st die Gleichung t(x)=0 und markiert die LOsungen
auf der x-Achse. Setzt man einen Wert zwischen

2 Losungen oder links der kleinsten oder rechts der grofdten
LOosung ein, so hat der Term im ganzen Bereich das gleiche
Vorzeichen.

Beispiele: 1. x?+2x-3<0

Die Gleichung hat die Losungen -3 und 1.

t(-4)=5, t(0)=-3, t(2)=5

Damit lautet die Losungsmenge der Ungleichung
{x|-3<x=1}

2. x*+2x-3<0

hatte die Losungsmenge {x|x<-3 oder 1<x}

Zusammenfassung:
Lineare Gleichung:
ax+b=0 x=_2 (a#0)

a
Quadratische Gleichung: (Mitternachstformel)

2
axPHOX+CE0  xqp= 2END TAAC o8 b2 4ac20
A
Bi-Quadratische Gleichung: (Substitutionsmethode)
2
—bENDTZAAC )15 p2.4ac20

2-a

ax*+bx?+c=0, x?=z, z1,=

X1.4=1z , falls z20.

Gleichung hoheren Grades:

x" ausklammern und Klammer Null setzen und eine der
obigen Methoden anwenden.

Grundsatzlich haben Gleichungen hoheren Grades
hochstens so viele Losungen, wie der hochste Grad.

10



Quadratwurzelgleichungen:
\/;-C=O, x=c?, falls ¢=0.
Exponentialgleichungen:
ab=0, x=2€(0) 4 pog

log(a)
Logarithmische Gleichung:
log(x)-c=0, x=10° oder x=€°, falls c>0.
Trigonometrische Gleichungen:
sin(x)-c=0, x=sin™(c)+2k1, k ganzzahlig (|c|<1).
Dabei handelt es sich bei sin” um die Umkehrfunktion von
sin.
Bei komplizierteren Gleichungen kann man durch
Ausklammern und/oder Substitution zum Erfolg kommen.
Generell kann nicht jede Gleichung exakt gelost werden.
Bringt man sie auf die Form t(x)=0, so kann man die
Vorzeichenwechsel des Terms t(x) untersuchen und so
Naherungen finden.
z.B. x?-2=0
t(1)=-1, t(2)=2 d.h. zwische 1 und 2 muss eine Losung
liegen. Diese (v/2 ) kann man (ibrigens auch nur
naherungsweise angeben.

11



Teil 2 Oberstufe

Ute und Uwe wollen sich als Landschaftsgartner selbstandig
machen. Damit sie alles richtig planen und berechnen
konnen, suchen sie zuerst ihren wissenschaftlichen
Taschenrechner (WTR) und ihre Formelsammlung.

1. Differenzialrechnung:

1 1 Llneare Funktlonen

. . -a) Es soll ein rechteckiges Beet der
_ _Lange S und der Breite 4 angelegt

- -werden.

'Ein Eckpunkt soll der Ursprung sein.
.y=4 Gleichung der horizontalen Gerade
X= 5 Glelchung der vertikalen Gerade
- - :b) Durch das Beet sollen jetzt diagonal
=" :Wege verlaufen:

(1) y=(4/5)x und (2) y=-(4/5)x+4
- -Die Richtigkeit ergibt sich durch
: Einsetzen zweier Punkte:
(1): (O|O) und (5|4) iny=(4/9)x
(2): (04) und (5|4) in y=-(4/5)x+4
Eine Gerade ist ja durch 2 Punkte eindeutig festgelegt.

Bezeichnungen: y=mx+c

m heil’t Steigung, ¢ y-Achsenabschnitt der Geraden.
Lineare Funktion:

Setzt man in den Term -0,8x+4 eine Zahl fur x ein, so ergibt
sich ein bestimmtes Ergebnis; jedenfalls, wenn man richtig
rechnet. (Punkt vor Strich beachten)

Gibt man einen (nichtleeren) Zahlenbereich fur die x-Werte

an, so spricht der Mathematiker von einer Funktion.
Wenn kein solcher Bereich angegeben ist, sind alle Zahlen

12



zulassig; eventuell muss man einige ausschlief3en (s.u.).
Die sich ergebenden y-Werte bilden die Wertemenge von f.
Schreibweise: f(x)=-0,8x+4 ... (gesprochen: f von x)
Bezeichnung: Abgeschlossenes Intervall [a; b] mit a<b;
alle Zahlen von a bis b.

Bei der Definitionsmenge (x-Werte) [0; 5] lautet die
Wertemenge (y-Werte) [0O; 4].

Hat ein Funktionsterm die Form mx+c, so spricht man von
einer linearen Funktion, da ihre grafische Darstellung
(Schaubild) eine Gerade ist.

Losungen der Gleichung f(x)=0 heilden Nullstellen von f.
Geometrisch: Schnittpunkte mit der x-Achse.

c) Das obige Beet soll jetzt in das Innere des Grundsticks
verlagert werden.

k|- |-+ - Der linke untere Eckpunkt habe die
Koordinaten (2|3), der rechte obere (7|7)

I O erhalt man ein lineares Gleichungssystem
LTl il iiill von 2 Gleichungen und 2 Variablen.
2m+c=3 (1)

m+c=7 (2)

Man muss es auf eine Gleichung mit einer Variablen
reduzieren.
(2)-(1): 5m=4, m=0,8 in (1). c=1,4 : y=0,8x+1,4

Mit Hilfe der Formelsammlung geht es folgendermalen:
2-Punkte-Steigungsformel:

m= Ay/Ax=(y2-y1)/(Xo=%1)=(7-3)/(7-2)=4/5=0,8
Punkt-Steigungsformel : y=m(x-xp)+yr Gerade mit
Steigung m durch P(xp|ye)

y=0,8(x-2)+3=0,8x+1,4 = oder y=0,8(x-7)+7=0,8x+1,4
Ute entdeckt noch die Formel fir den Abstand zweier

13



Punkte (Satz des Pythagoras bei obiger Zeichnung):
|P+Pa[=V((AX)?+(Ay)2)=V((Xa-Xa)?+(y2-y1)2)=\(52+42)=N(41) fiir
die Diagonale in obigem Beet.

Uwe fallt jetzt wieder ein, dass man auch Winkel berechnen
kann und findet gleich die passende Formel.

Im rechtwinkligen Dreieck (90° bei C) gilt

C a Winkel bei A, B Winkel bei B.
AC Ankathete von a

BC Gegenkathete von a

AB Hypotenuse

A - g“%
sin(a)=Lange Gegenkathete(a)/Lange Hypotenuse
(sin=sinus)

cos(a)=Lange Ankathete(a)/Lange Hypotenuse
(cos=cosinus)

tan(a)=Lange Gegenkathete(a)/Lange Ankathete(a)
(tan=tangens)

Schneidet eine Gerade mit Steigung m die x-Achse unter
dem Winkel a, so qilt fur den Betrag der Steigung m
Im|=tan(a) bzw. a=tan™'(jm|)=tan’(0,8)=38,7°

(tan™ und tan sind wieder Gegenoperationen voneinander)
vorausgesetzt WTR-Winkel-Einstellung: degree

Die Formel fur den Mittelpunkt einer Strecke brauchen sie
nicht zu suchen, da sie jedem einleuchtet der schon einmal
denDurchschnitt von 2 Klassenarbeitsnoten berechnet hat:
Mpea(0,5(Xp+Xq)|0,5(Yr+Ya)), fUr obige Diagonale M(4,5|5)

Jetzt muldte man nur noch zu einer Steigung die
orthogonale Steigung haben, dann kdnnte man vom
Mittelpunkt orthogonal abzweigen.

14



Sie finden in ihrer Formelsammlung: m-m.1=-1
m=h/p, m1=-h/q
m-m1=-h?#/(pq)=-1, da nach dem

|h Hohensatz h?=pq (s.. FS)
I -

P q

(rechtwinkliges Dreieck, tan(a)=1/tan()).

d.h. -1/0,8=-1,25 y——1 25(x-4,5)+5=-1,25x+10,625

R -] - - Bezeichnungen:
_ 1“_ _____ normal=orthogonal=senkrecht=lotrecht=
ool LA s im rechten Winkel=im Winkel von 90°;
N 5 P die Mathematiker machen es einem nicht
¥4 5 BESE R NSRS leicht, ihre Wissenschaft zu verstehen.

Mit diesem Grundwissen ausgestattet konnen die beiden
jeden geradlinigen Entwurf erstellen.

Zusammenfassung:

Geradengleichungen

y=mx+c (m Steigung, ¢ y-Achsenabschnitt)

m=0:

y=c, Parallele zur x-Achse (x=d, Parallele zur y-Achse)

_ Ay _ Y2
Ax  x,— X,

a=tan'(m)...Winkel mit x-Achse

mm:=-1 ... orthogonale Geraden

(Winkel zwischen 2 nichtorthogonalen Geraden s. FS)

d=+(y,—y,)?+(x,— x;)2...2-Punkte-Abstandsformel

Xi+x, yVity,
M( 2 | 2

m ...2-Punkte-Steigungsformel

)...Mittelpunktsformel

15



Ubungen:

1. Gegeben ist das Dreieck A(1[1)B(3|4)C(6|2).

Zeige auf 2 Arten, dass es gleichschenklig rechtwinklig ist
und berechne den Flacheninhalt.

Losung:

Man zeigt, dass die Pythagorasgleichung gilt
c=|AB|=V(4—1)2+(3—1)2=+13
a=|BC|=v(2—4)2+(6—3)2=+13 ... d.h. gleichschenklig
b=|AC|V(2—1)2+(6—1)2=+/26

b?=a?+c? erfullt, also rechtwinklig.
Flacheninhalt=0,5-g-h=0,5- V13 - V13 =6,5

2. Berechne den Abstand des Punktes B von AC fur die
Punkte der Aufgabe 1.

Losung:
(AC): y= J’C:J’A
Xe—X,

Orthogonale durch B: y=-5(x-3)+4=-5x+19
0,2x+0,8=-5x+19 ... 5,2x=18,2 ... x=3,5 ... y=1,5
Abstand (3,5|1,5) von (3|4):V(4—1,5)2+(3-3,5)2=6,5
3. Es soll untersucht werden, ob der Punkt (2|2,51) im
Inneren des Dreiecks aus Aufgabe 1 liegt.

Losung:

Man schneide die Gerade x=2 zunachst mit (AC): y=1,2
Der Punkt (2|1,2) liegt jedenfalls unterhalb (2]|2,49)
(AB): y=1,5(x-1)+1=1,5%x-0,5 ... x=2, y=2,5

Damit liegt der Punkt innerhalb.

4. Gegeben ist die Geradenschar g y=(t+1)x-t, wobei
der Parameter t jede reelle Zahl sein kann.

a) Zeige, dass alle Geraden durch einen Punkt gehen.
b) Welche Gerade der Schar steht senkrecht auf der

1. Winkelhalbierenden?

c) Gibt es Punkte durch die keine Gerade der Schar geht?

(X-Xa)+Yn = % (x-1)+1=0,2x+0,8




Losung:

a) go: Y=X, g-1: y=-1, Schnittpunkt (-1|-1)

eingesetzt: -1=(1+t)(-1)-t, -1=-1

Da unabhangig von t eine wahre Aussage entsteht, gehen
alle Geraden durch (-1[-1).

b) Da die erste Winkelhalbierende die Steigung 1 hat,
muss fur t die Gleichung (1+t)-1=-1, also t=-1

c) Setzt man in y=(t+1)x-t, x=-1, so fallt t heraus: y=-1
d.h. (-1]2) liegt z.B. auf keiner Geraden der Schar.
Setzt man diesen Punkt ein, so entsteht die falsche
Aussage 2=-1.

Aulder (-1]-1) gehort kein Punkt der Gerade x=-1 zur Schar.
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1.2 Ganzrationale Funktionen:
Anspruchsvollere Entwurfe erfordern auch die

Beherrschung des Krummlinigen.

Fiwi=xdw ]

Flur=pde-3 Filwi=iu=080w--00

i Sli] 10

Die obige Parabel mit der Gleichung y=x? wird zunachst mit
einer Wertetafel gezeichnet

X 0 +1 +2 +3

X? 0 1 4 9

Jetzt soll sie auf der Flache verschoben werden:

Flw == 40y -2

BHH: y=x3+3 (3 nach oben)

y=(x-2)% (2 nach rechts)
N y=(x-2)?+3 (beides)

lle]

Es soll nun ein Weg von (0|0) uber (5/10) zu (10|0) auf einer
Parabel f[]h_ren.

Fiwi=i=-FR130v--H1

~y=(x-5)? konnte stimmen, tut es aber
nicht; die Parabel muss ja nach unten
geoftnet sein.

]
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eo=—cemic-npea - WIir versuchen es mit y=-(x-5)>+10, was
% nicht schlecht aussieht und auch

 teilweise richtig ist.

. Es muss etwas an der Form der Parabel

* gedndert werden.

10

Wir betrachten zunachst y=x* ... y=0,5x?
RSN Betrachtet man den
i Punkt (2|4) der Normalparabel, so lautet
der entsprechende Punkt der flacheren
—Parabel (2]2).
Die Form der flacheren Parabel ensteht
aus der Normalparabel durch Streckung

iz senkrecht zur x-Achse mit Faktor 0,5.

Fowih=-0 d¥i«-F1¥

=9 Wir bendtigen also einen Faktor:
o yEA(xB)2+10
-(0]0) eingesetzt: 0=-25a+10 a=0,4
_y=-0,4(x-5)*+10

S
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Quadratische Funktion:

Bei der Normalparabel: y=x? ist der Ursprung der Scheitel

der Parabel.

Bei unserem krummlinigen Bsp.ware dies (5]|10).

Wir multiplizieren den letzten Funktionsterm aus:

-0,4(x-5)*+10=-0,4(x*-10x+25)+10=-0,4x%+4x

Allgemein heil3t ax?+bx+c mit a#0 quadratischer Term,

Funktionen mit quadratischen Termen heilden quadratische

Funktionen oder ganzrationale Funktionen zweiten Grades,

ihre Schaubilder sind Parabeln.

Sicher wird der Gartenentwurf von linearen und

krummlinigen Elementen beherrscht.

Sie betrachten daher

1(x)=0,4x+3,2 und q(x)=-0,4x?+4x

Die Schnittpunkte ergeben sich durch Gleichsetzen der

Funktionsterme:

-0,4x2+4x= 0,4x+3,2|-(-10)

4x2-40x=-4x-32|+4x+32

4x2-36x+32=0[:4 x*-9x+8=0

_9+v81-32
2

Die y-Werte erhalt man durch Einsetzen, am einfachsten in

().

Flaa=—0, ddwkxrdik LAk
B()=0. k3.2 b .

X1,2 , Xi=1x,=8 (Formel s.0.)

10

AR

20



Als nachstes soll ein wirklich schwierigeres

Problem gelost werden.

In das parabelformig abgegrenzte Flachenstlck soll ein zu
den Achsen paralleles Rechteck eingezeichnet werden.

2 der Ecken liegen auf der Parabel, die anderen auf der x-
Achse .
Flud=— dfcketdid | 7T
glnl=

L

Das Beispiel hat'den Flacheninhalt =24. Die Frage ist, ob es
maximalen Inhalt hat.

Jetzt wird es Ihnen zu kompliziert. Sie fragen ihren alten
Mathelehrer. Dieser gibt ihnen den Tipp, die linke untere
Ecke mit (u|0) zu bezeichnen und dann einen u-Term fur
A(u) aufzustellen, anschliefsend sollen sie A(x) graphisch
darstellen. Aus der Zeichnung kann man es dann ablesen.
Die untere Seite hat dann die Lange

10-2u,

die zur y-Achse parallele Seite ist

q(u)=-0,4u?+4u.

FUr den Flacheninhalt gilt dann

A(u)=(10-2u)(-0,4u?+4u) bzw. A(x)=0,8x3-12x3+40x
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Egaso. st sz ce nok Zyngchst gehort der Term 0,8x3-12x2+40x
ZU einer ganzrationalen Funktion 3.
. Grades.
H » In der Zeichnung, bei der die Einheiten
-...__~.-v__,..-"passend zu wahlen sind, muss man den
scheitelartigen Punkt bestimmen.

R E

Bei Ihrem ehemaligen Mathelehrer
erfahren sie, dass dies etwas mit Tangenten zu tun hat. In
einem scheitelartigen Punkt ist die Tangente parallel zur x-
Achse, hat also die Steigung 0.

Also mussen sie sich zunachst mit Tangenten beschaftigen.
Eine Tangente (Beruhrende) ist eine Gerade, die mit einer
Kurve einen Punkt gemeinsam hat und in einer Umgebung
des Punktes eine optimale Naherung fur die Kurve darstellt.

Y

|74

Parabel /Sekante

Tangente

(x+h[(x+h)?)

(x|x? | h
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In der Abbildung ist die Sekante (Gerade durch 2
benachbarte Kurvenpunkte) durch die Punkle
(x|x?) und (x+h]|(x+h)?) des Schaubilds von f: f(x)=x?
gezeichnet.

Sie hat die Steigung

(x+h)>—x> _2xh+h? h  h

T TR AL
NatUlrlich mochten sie jetzt %=1 und h=0 setzen, was aber

mathematisch nicht korrekt und bei anderen Funktionen
nicht moglich ist.

2_ 12
Korrekt ist 2 1 fir hs0 und XHAL2=x o i hoso.

h h
Dies braucht sie aber nicht weiter zu beunruhigen, da sie ja
keine Mathematiker sind und es anscheinend Formeln fur
alles Mogliche gibt.
Die Schreibweise nennt man Grenzwertschreibweise; viele
mathematische Probleme sind nur mit Grenzwerten losbar.
(vgl. : ¥(2) oder T, dies sind auch Grenzwerte)
Im gleichen Sinn, wie V(2) oder 11 exakt sind, gilt dies auch
fur die soeben hergeleitete Formel flr die Steigungen der
Tangenten an das Schaubild der Funktion f: f(x)=x?, f'(x)=2x.
f' heild3t Ableitungsfunktion von f. Hat man die
Ableitungsfunktion, so ertbrigt sich naturlich die
Grenzwertbestimmung.
Zu Grenzwerten:
Generell stelle man sich unter einem endlichen Grenzwert
eine Zahl vor, die mit vorgegebener Genauigkeit bestimmt
werden kann.
Unter ... —« stelle man sich vor, dass jede vorgegebene
Zahl ab einer berechenbarer anderer Zahl uberschritten
wird.
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U:

Dargestellt sind das Schaubild
der Funktion

f: f(x)=x?, die Tangente in (1|1)
sowie die Sekante

durch (0,5]0,25) und (1,5]2,25)
Berechne die mittlere
Abweichungen des

« [Tangententerms und des
Sekantenterms von

f(x) uber dem Intervall [0,5; 1,5]
in/Abstanden von 0,1.

/

Losung: t(x)=2x-1s(x)=2x-0,75
[f(0,5)-t(0,5)+f(0,6)-t(0,6)+...+f(0,9)-t(0,9)+f(1,0)-t(1,0)}/11
[s(0,5)-f(0,5)+s(0,6)-f(0,6)+...+s(0,9)-f(0,9)+s(1,0)-f(1,0)]/11

Das ist den beiden nun wirklich zu kompliziert. Der Lehrer
beruhigt sie dahingehend, dass die Ableitungen der
wichtigsten Funktionen in der Formelsammlung stehen und
es zusatzlich noch Ableitungsregeln gibt, die auch dort
stehen

[X"]'=nx"" (bei negativen n-Werten: x#0)

Sonderfalle: [x]'=1 [C]'=0 (c Konstante)

[af(x)]'=af'(x) ein konstanter Faktor bleibt erhalten
[f(x)+g(x)]'=f'(x)+g'(X) eine Summe wird summandenweise
abgeleitet

Sonderfall: [f(x)+c]'=f'(x) ein konstanter Summand fallt weg.
Damit kann jede ganzrationale Funktion abgeleitet werden.
Mit dieser Auffrischung konnen sie wieder alleine
weitermachen.
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Jetzt betrachten sie nochmals obige Flachenoptimierung:
y=0,8x3-12x*>+40x

y'=2,4x2-24x+40 und |0sen 2,4x?-24x+40=0
X12=(241(192))/4,8

es kommt geometrisch nur (24-1(192))/4,8= 2,11 in Frage.
Damit wirklich der Maximalwert vorliegt, muss noch gepruft
werden, ob die Kurve vor der Stelle x; steigt und
anschlief3end fallt:

f'(2)=1,6>0 und f'(3)=-10,4<0

Logischerweise steigt (fallt) ein Schaubild, wenn seine
Tangenten positive (negative) Steigung haben.

Dabei betrachte man das Schaubild als Gelandeprofil.

FO=0.048pu(x-,3)45 ‘Uwe stellt sich jetzt den gezeichneten
/"Weg vor, weil} aber nicht, wie der
/_J Funktionsterm lautet..
Ute schlagt vor, von y=x3® auszugehen...
? y=a(x-5)+5 (0|0) eingesetzt: -125a+5=0
a=0,04 Dies liefert tatsachlich das
Gewunschte.

] 10

y=0,04(x-5)3+5=0,04(53-15x2+75x-125)+5=0,04x3-0,6x2+3x

Uwe mochte jetzt wissen, ob die Steigung der Tangente an
der Stelle 5 auch 0 ist, obwohl kein scheitelartiger Punkt
vorliegt:

f'(x)=0,12x2-0,6x+3  f(5)=0

Man spricht von einem Sattelpunkt.

Der Oberbegriff fur'scheitelartige Punkte und Sattelpunkte
ist Waagepunkt, da waagrechte Tangenten vorliegen, wenn
man die Zeichnung an die Tafel zeichnet.

Scheitelartige Punkte unterscheidet man noch in
Hochpunkte und Tiefpunkte.

25



Dabei muss man den Vor-Zeichen-Wechsel von f'(x)
bestimmen um Hochpunkt (VZW+-) von Tiefpunkt (VZ\W-+)
sicher unterscheiden zu konnen.

Wenn f'(x4)=0 ohne f'-Vorzeichenwechsel, ist
(x1]f(x1))Sattelpunk.

Ein Sattelpunkt ist ein Sonderfall eines Wendepunkts; das
Schaubild geht dort von einer Rechtskurve in eine
Linkskurve oder umgekehrt tber.

Wenn man obigen Weg mit dem Fahrrad vom Ursprung aus
durchfahrt, so fahrt man bis (5|5) eine Rechtskurve und
anschlie3end eine Linkskurve.

Um herauszufinden wie man Wendepunkte bestimmt
betrachtet man zum Schaubild noch das Schaubild der
Ableitungsfunktion.

AR SeE oteos: i #f()=0;04x3-0,6x%+3x
7 f(x)=0,12x2-1.2x+3

/_J Ersichtlich hat das f-Schaubild einen
\ —_Sattelpunkt, wenn das f'-Schaubild einen
Scheitelpunkt auf der x-Achse hat.

] 10

Allgemein gilt: Wenn das f'-Schaubild einen Hoch- oder
Tiefpunkt (Extrempunkt) hat, hat das f-Schaubild einen
Wendepunkt und umgekehrt.

Damit liegt dann eine f-Wendestelle vor, wenn f'(x)=0 und
f'(x) das Vorzeichen wechselt.

Jetzt kann der Traumweg in Angriff genommen werden.
Er soll Schaubild einer ganzrationalen Funktion 3. Grades
sein:
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f(x)=ax3*+bx?*+cx+d

Der Ursprung soll Waagepunkt sein:

f'(x)=3ax?+2bx+c

f(0)=0: d=0 f(0)=0:c=0

(5]5) soll Wendepunkt sein:

f'(x)=6ax+2b

f(5)=5: 125a+25b=5 (1)

f'(5)=0: 30a+ 2b=0 (2)

(2): b=-15ain (1): 125a-375a=5; -250a=5; a=-0,02; b=0,3

Sl

Zusammenfassung:

Wechselt das f'-Schaubild vom

Negativen (Positiven) ins Positive (Negative), so hat das f-
Schaubild einen

Tiefpunkt (Hochpunkt).

d.h.Extrempunkte:

f'(x)=0 lIosen und Losungen auf Vorzeichenwechsel priufen
zusatzlich:

f'(x)>0: Schaubild steigt streng monoton

f'(x)<0: Schaubild fallt streng monoton

Hat das Schaubild von f' einen Hochpunkt (Tiefpunkt), so
geht das Schaubild von f an einem Wendepunkt von einer
Linkskurve (Rechtskurve) uber.

d.h. Wendepunkte

f'(x)=0 Iosen und Losungen auf Vorzeichenwechsel prufen
zusatzlich:

f'(x)>0: Schaubild Linkskurve

f'(x)<0: Schaubild Rechtskurve (Eselsbricke negativ)
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FUr das Schaubild C der Funktion f gilt:

f(x1)=0: (x41]0) Schnittpunkt mit der x-Achse.

f'(x2)=0: (x2|f(x2)) Waagepunki

Bei Waagepunkten muss man noch das Steigungsverhalten
(f'(x)>0:steigend), f'(x)<0:fallend) vor und hinter dem
Waagepunkt prufen, dann kann man entscheiden, ob es
sich um einen Hoch-, Tief- oder Sattel-Punkt handelt.
f“(x3)=0: (x3|f(x3)) moglicher Wendepunkt.

Man muss das Krummungsverhalten

(f“(x)>0:LK, “(x)<0:RK) vor und hinter dem fraglichen Punkt
prifen. Bei Anderung liegt ein Wendepunkt vor.

Nachtrag:

S,(0]f(0)) heildt y-Achsenschnittpunkt.
Einfache Symmetrie

y-Achse: f(-x)=f(x)

Ursprung: f(-x)=-f(x)

Ubungen:

0. Gegeben ist die Funktion f durch f(x)=x3, xeR.
Gesucht:

a) Tangente in P(2[f(2))

b) Tangente mit Steigung 3

c) Tangenten durch (3|8)

Losung: f'(x)=2x ... Tangentensteigungsformel
y=f'(u)(x-u)+f(u) ... Tangentengleichung fur (u|f(u))
a) y=f'(2)(x-2)+f(2)=4(x-2)+4=4x-4

b) f'(x)=3 2x=3  x=1,5
y=f'(1,5)(x-1,5)+f(1,5)=3(x-1,5)+2,25=3x-2,25

c) y=f'(u)(x-u)+f(u) durch (3|8): 8=2u(3-u)+u?
u2-6u+8=0 uy2=3%1 u=4 u,=2
y=8(x-4)+16=8x-16

y=4(x-2)+4=4x-4
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1. Gegeben ist die Funktion f: f(x)=0,25(x+1)(2x-5)?, xeR.
FUhre eine Kurvendiskussion durch und zeichne ein
Schaubild.

Losung:

Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0)=6,25: S,(0|6,25)
Schnittpunkte mit der x-Achse: (-1|0), (2,5]0)

(nach dem Satz vom Nullprodukt)

Ableitungen:
f(x)=0,25(x+1)(4x2-20x+25)=0,25(4x3-16x2+5x+25)
f(x)=x3-4x?+1,25x+6,25

f'(x)=3x%-8x+1,25, f“(x)=6x-8

F(x)=0: 3x2-8x+1,25=0, x;p= Sn 04715 _ 8+7

6 6
X1=2,5 y1=0 X2=1/6 y2=f(x2)z6,35
f(0)=1,25 f'(1)=-3,75 f(3)=4,25
Damit steigt das Schaubild bis 1/6, fallt bis 2,5 und steigt
danach wieder.
D.h. H(1/6[f(1/6)) Hochpunkt, T(2,5|0) Tiefpunkt
f“(x)=0: 6x-8=0, x=4/3
f“(0)=-8 f“(2)=4
Damit ist das Schaubild bis 4/3 eine Rechtskurve und
danach eine Linkskurve.
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D.h. W(4/3]f(4/3)) Wendepunkt.

Fo =0, 284+ ko B 5, 20
grxl= .

10

10

2. Das Schaubild einer ganzrationalen Funktion 4. Grades
ist symmetrisch zur y-Achse und schneidet diese an der
Stelle -1. Der Punkt (1{f(1)) ist Wendepunkt, die Steigung
der entsprechenden Wendetangente ist -1.

Losung: f(x)=ax*+bx3-1 (nur gerade Hochzahlen!)
f'(x)=4ax3+2bx, f“(x)=12ax+2b

f(1)=-1: 4a+2b=-1 (1)

f“(1)=0: 12a+2b=0 (2)

(2)-(1): 8a=1, a=1/8.in(1): b=-0,75, f(x)=(1/8)x*-0,75x>-1

Oz CL/8 00 J4I—C 3/ k0w (e, 2.
=— (el 67 ,

3. Durch fy(x)=x>-tx3-2t?x (xeR, teR) ist eine Funktionenschar
mit Parameter t gegeben.

Die Schaubilder werden mit C; bezeichnet.

Untersuche C; in Abhangigkeit von t.

Losung:

Zunachst liegt der Ursprung auf allen C..

fi(x)=0, x3-tx2-2t2x=0, x(x*-tx-2t*)=0, x41=0, x23=0,5(t+3t)
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X2=2t, X3=-t

Damit gibt es fur t#0 3 Schnittpunkte mit der x-Achse.

fi' (x)=3x3-2tx-2t?

3x2-2tx-2t2=0, X4 5=(2t+ /28 1)/6

fi‘(x)=6x-2t

Die Extrempunktprufung kann meist auch mit der zweiten
Ableitung durchgefuhrt werden:

fi'(Xa5)=% V28t

d.h. t>0: T(x4[f(x4)), H(Xs|f(xs5)), t<0: H(X4|f(X4)), T(Xs|f(X5))

6x-2t=0, x-g W(% - ;2 £2) Wendepunkt
20

Setzt man noch x= % y= 2—7t3) und elimiert t, so erhalt man

y=20x3, die Wendepunktkurve.

4,

' Gezeichnet ist das Schaubild C der
;F_/__/-" Funktion f: f(x)=-2x2+4x+2 (0<x<1)
Das Rechteck mit dem linken oberen
Eckpunkt auf C soll maximalen Inhalt
haben.

Losung: Der Eckpunkt sei P(ulf(u)).

Dann gilt A(u)=(1-u)(-2u?+4u+2)=2u3-6u?+2u+2
A'(u)=6u?-12u+2, A"(u)=12u-12

A'(u)=0, 6u2-12u+2=0, u;,=(12+196)/12,

u+=0,18 u,=1,8 (nicht im Bereich)

A'(0)=2, A'(1)=-4 d.h. Auf Grund des Vorzeichenwechsels
von A' von positiv auf negativ liegt ein relatives Maximum
vor: A(0,18)=2,18

Um zu prufen, ob ein absolutes Maximum vorliegt, muss
eine Randwertprifung durchgeftuhrt werden.

A(0)=2, A(1)=0, also ist das Maximum absolut.
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2. Integralrechnung:
oy S =u Gl et R 3*"FJ"W'“‘:/2’5’_D|e beiden unterteilen jetzt
: das Grundstuck gemal
Skizze.
Zur Bepflanzung mussen sie
die GroRe der einzelnen
12 Flachenstlcke berechnen.
Auf Grund der Symmetrie
genugt es, das vom Weg,
der x-Achse und der
16 Geraden mit der Gleichung
x=5 begrenzte Flachenstuck zu berechnen.

Uwe weild noch, dass man Integralrechnung anwenden
muss, hat aber vergessen, wie das geht.

Eine ungenaue Methode ware, die Karos zu zahlen, wobei
die angeschnittenen nur halb zahlen: 8m?.

Genauer: Man unterteilt das Intervall [0; 5] in

Teilintervalle der Breite Ax und multipliziert mit dem
Funktionswert in der Mitte des Teilintervalls.
Jo®Y1dx=1-f(0,5)+1:f(1,5)+1-f(2,5)+1-f(3,5)+1-f(4,5)+1-f(5,5)
=9,3125

ware der erste Schritt. Wenn man die Rechtecke mit den
Seiten 1,f(0,5) bis 1,(5,5) aneinandersetzt, sieht man, dass
der Flacheninhalt angenahert wird.

Genauer wird es naturlich mit Ax=0,1 (0,01; 0,001; ...), was
far einen Computer kein Problem ist.
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Ute erinnert sich, dass es auch etwas mit der Ableitung zu
tun hat und zwar mit deren Umkehrung. Das bringen sie
aber beim besten Willen nicht mehr zusammen und

beschlie3en in der Formelsammlung nachzusehen:

2If(x)dx=[F(X)] Z =F(b)-F(a) mit F'(x)=f(x)

(F Stammfunktion von f)
Daher qilt fur Potenzfunktionen
b
be”dx=[Lx””] ,wie man durch Ableiten bestatigt.
a n+1 a

(n#-1)
- Man kann sich die Formel mit der

einfachen

Funktion f: f(x)=3 klarmachen.

5
F(x)=3x, A=[3X] 7 =3-5- 3:2=9

Bei obiger Formel muss man noch beachten, dass unterhalb
der x-Achse liegende Flachen negativ herauskommen.
Sie probieren die gefundene Formel gleich aus:

> - 3 2\dx=]- l 4 l 3 S_
OI( 0,02x°+0,3x?)dx=[-0,02: 7 x*+0,3: %% =

Lrqa les RLIPVIPNP [
[-0,02: 5 5%+0,3 3 59--0,02" - 0°+0,3 5 0°]=9,375

In der Formelsammlung finden Sie dann noch weitere
Formeln fUr:

Flache zwischen Kurven A= 2 J(o(x)-u(x))dx
dabei steht o fur oben, u fur unten, Lage x-Achse egal.
Rauminhalt von Drehkorpern und nsz(x)zdx

dabei rotiert das Schaubild von f um die x-Achse
Mittelwert von Funktionen uber dem Intervall [a;b]
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T sme 2 IHx)dx)/(b-a)

' : : : Der Mittelwert von f Uber das Intervall

Des weiteren gelten folgende einleuchtende Formeln:
b b
. J(f(x)£g(x))dx)= ; Jf(x)dx+ 2 Jg(x)dx

” fef(x)dx=c  ff(x)ax

 f(x)dlx=- Z Jfx)dx

2 I © Jfx)dx= € f(x)x

M [0; 10] ware hier 5. (vgl. Geschwindigkeit)
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3. Transzendente Funktionen (sin-, cos-, e-Funktion)
Bei inrem zweiten Auftrag sollen sie ein Spielgelande mit
einer ,halfpipe” und einer Rutschbahn realisieren.
Da muss es doch etwas Einfaches auf dem GTR geben,
das sie vielleicht nur leicht variieren mussen.
Das Folgende muss man jewelils als Gelandeprofil sehen.
7o Die Funktion f: f(x)=sin(x) hatte den
richtigen Krummungsverlauf, wenn man
einen der Bogen unter der x-Achse
~.Dbetrachtet.
Er reicht von 11 bis 211 (11=3,14...)
Die Stellen, an denen das Schaubild von
f die x-Achse trifft heil3en Nullstellen von
o f.
Der erste Hochpunkt/Tiefpunkt mit positivem x-Wert lautet
H(0,51r[1)/T(1,511|-1).
Als wichtigste Neuerung zu ganzrationalen Funktionen gibt
es hier eine Periode:f(x+21)=f(x)

Zur Ableitung der Sinusfunktion:

Foxa==grt )
S i=—zaftCl-—x¥x

.-_.-" "'H._A
sin(x)[ %| tan(x)
a
CosS(X) 1>
o P

taSSnamans (B (65
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Zunachst gilt fur den Bogen x, den der Winkel a aus dem

I,
360°

Es handelt sich um das Bogenmal} von a.
Es qgilt:
sin { x)

cos(x)

Einheitskreis ausschneidet: x=

sin(x)<x<tan(x)= |:sin(x)

1< <L \Kehrwert
x) cos(x)

>C0s(X)

sin (x)

x—0:

—1, da cos(0)=1

sin (0+4)—sin (A)
h
f(x)=sin(x), '(0)=1=cos(0).

Allgemein:
sin(x+#)—sin(x)
h

Man benotigt dazu eine ziemlich komplizierte
trigonometrische Formel aus der FS.

Eine weitere Ableitungsregel, die man bei transzendenten
Funktionen benaotigt ist die Produktregel:

Gegeben sind die Funktionen u: u(x) und v: v(x) mit
Ableitungen u": u'(x) und Vv': v'(x) uber einem bestimmten
Intervall.

Dann gilt: [u(x)v(x)]'=u'(x)v(x)+u(x)v'(x) uber dem gegebenen
Intervall.

Beweis:

Zu zeigen:
u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x)
h

Damit gilt

—1 fur h—0, also:

—co0s(x) fur h—0, also [sin(x)]'=cos(x)

— u'(X)v(x)+u(x)v'(x) fur h—0
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(1. Umformung)
u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x+h)+u(x)v(x+h)—u(x)v(x)
h

(2. Umformung)
u(x+h)—u(x)
h
— u'(X)v(x)+u(x)v'(x) fur h—0, gemal} Voraussetzung.

Zusatzlich benutzt wurde: v(x+h)—v(x) ur h—0.

v(x+h)+

v(x+h})l—v(x) u(x)

Diese Eigenschaft nennt man Stetigkeit und folgt aus der

Ableitbarkeit.
Beispiel:
[X-sin(x)]'=1-sin(x)+x:cos(x)
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Fortsetzung ,halfpipe”
Zielvorstellung:
Bahntiefe 2m, Abstand der Bahnrander 5m.

Flxa=2dsini=i+2

ginr=g

f(x)=2sin(x)+2
L eider ist die Breite einer ,Kuhle® nur
7 etwa 3,14m

.!'-/_\"

"__und soll 5m werden.

Sl]

Fx)=Rinea. Lk /d) Geometrisch muss eine Streckung

grxI=

orthogonal zur y-Achse mit Faktor 5/t
durchgefuhrt werden.
sin(kx)=0 k-5=1r k=T11/5

RSN Yo

f(x)=sin(

T

5 )

10

Jetzt muss die Bahn noch 2,5 nach links verschoben
werden, was erreicht wird, wenn man x durch x+2,5 ersetzt.
Alles zusammen:;

Flxl=2%sinl3.14%

gind=2

_\-\\'\.

s

O f(x)= 2sin( T (x+2,5))+2

T e

10

10

Um die erforderliche Betonmenge zu berechnen, benotigt
man die Flache:
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100 ff(x)dx

Dazu bendtigt man zunachst die vorlaufig letzte
Ableitungsregel:

[sin(kx)]'=cos(kx)-k

Begrundung:
y=u(v(x))

Ay _Au Av
Ax Av Ax
y'=u'(v(x))-vi(x)
(man beachte, dass der u’ die Ableitung nach v bedeutet)
In obigem Beispiel ware v(x)=kx, u(v)=sin(v), u‘(v)=cos(v)

Damit kann auch die cos-Funktion abgeleitet werden.

—u‘(v(x))-v'(x) fur Ax—0

[cos(X)]=[sin(x+ % )]'=cos(x+ % )=-sin(x)

T E Die zum Ursprung symmetrische Kurve
ist die Sinuskurve, die zur y-Achse
symmetrische Kurve ist die

=~ o2 meKosinuskurve. Die Kurven sind um 5

gegeneinander verschoben.

=10

Damit kann endlich obiges Integral berechnet werden,
wobei zunachst die Stammfunktionen zu

f(x)=sin(kx) durch F(x)=- % cos(kx)+c gegeben sind.
10! 2sin( 5 (x+2,5))+2)dx= [ 22 " 008( T (x+2, 5))+2x] 0

(22 > cos(Z : (12,5))+20]-[-22 > cos( = T (25)]7,2



Zur Rutschbahn:
ESTE | Das steigende Schaubild gehort zu
AREE e, das fallende zu e™.
Die Schaubilder liegen symmetrisch zur
—y-Achse.

F10

Diese wollen sie zu Ehren des grofden Mathematikers Euler
mit Hilfe der Funktion f(x)=e* konstruieren; damit wird der
Auslauf langsamer.

EGQ=BHnou(ILE, = (x:2lD>) Jetzt missen wir nur noch auf die

| Starthohe 3m gehen und dann das
Schaubild um 2,5 m nach

rechts schieben.

u h(x)=3e!®25)

Sl]

Die wichtigste Eigenschaft betrifft die Ableitung und damit
auch die der Stammfunktion:

f(x)=e* f(x)=e* F(x)=€e* (einfacher geht es nicht!)

wie schon bei sin:

g(x)=e™ g'(x)=ke™ | G(x)=;e"

Ubung:

Es soll der Punkt berechnet werden, der auf der Hohe 1,5 m
liegt.

3el*29) =1 5|3 29 =0, 5|In(logarithmus naturalis)
-(x-2,5)=In(0,5) x=2,5-In(0,5)=3,2
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Zum Logarithmus: Der Logarithmus von x zur Basis e ist die
Zahl, mit der man e potenzieren muss um x zu erhalten,
en=x,

Logischerweise gilt dann In(e*)=x, was bei der Losung
obiger Gleichung benutzt wurde.

Ubung:

Es werden alle 2 Schaubilder gezeigt von denen eines das
Schaubild der Funktion, das andere das Schaubild der
Ableitungsfunktion (einer Aufleitungfunktion) ist.

Zur Zuordnung betrachtet man die Funktionswerte

und Tangentensteigungen an einer bestimmten Stelle und
fullt folgende Tabelle aus:

Schaubild C1 C2
Funktionswert fi(u) fa(u)
Ableitungswert |f'(u)=f2(u) f.'(u)=fs(u)
Zuordnung f f

oder F f

Hinweis: Die Stelle u ist meist eine Nullstelle und muss mit
Vorzeichenwechsel notiert werden, also -0+, +0-, -0-, +0+.
Die Zuordnung kann erst getroffen werden, wenn die Tabelle
obiges Aussehen hat. (2 Moglichkeiten)

f(x)=0,5x3-x2, g(x)=1,5x*-2x (die Terme sind nicht bekannt!)

Fur x=0 gilt: EszE s
Schaubild C1 C2 "
Funktionswert -O- +0-
Ableitungswert +0- --- &_/”
Zuordnung  f ff

oder F f mm
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Ubungen:

1. Das Schaubild einer ganzrationalen Funktion zweiten
Grades enthalt die Punkte A(0|0), B(2|4) und C(3|3).
a) Stellen sie einen Funktionsterm auf.

b) Die Gerade (BC) und das Schaubild begrenzen ein
Flachenstuck. Berechne den Flacheninhalt.

Losung:

a) f(x)=ax?+bx

f(2)=4: 4a+2b=4 (1)

f(3)=3: 9a+3b=3 (2)

(1)-9+(2)(-4): 6b=24, b=4, in (1): a=-1

f(x)=-x2+4x

b) (BC): y=-(x-2)+4=-x+6

3 JI(-x2+4x)-(-x+6)]dx= ; J(-x2+5x-6)dx=[-x*/3+2,5x2-6X] 3 =
[-9+22,5-18]-[-8/3+10-12]=-4,5+14/3=1/6

2. Das Schaubild der Funktion f: f(x)=-x2+4x, 0<x<4, und die

x-Achse begrenzen ein Flachenstick.

a) Das Flachenstuck rotiert um die x-Achse. Berechne den

Rauminhalt.

b) Berechne den Mittelwert der Funktion bezogen auf das

Definitionsintervall.
Losung:

a) V=T gf (-x2+4X)2dx=T1 g‘ J(*-8x3+16x2)dx=
1[0, 2X%-2x*+16x3/3] (‘)‘ ~107,2

b) m= (‘)‘I (-x2+4X)dX/A=[-X3/3+2%7] g =8/3
3. Gegeben ist die Funktion f: f(x)=2-e%°*, x=0.

a) Die Koordinatenachsen und die Gerade x=2 begrenzen

ein Flachenstlck. Berechne den Flacheninhalt.
b) Die Gerade aus a) wird jetzt nach rechts verschoben.
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Welche Werte kann das entsprechnende Flachenstuck
annehmen?
Losung:

a) éjz-eﬂf’x dx=[-4-e0%] g =[-4-e"]-[-4]=2,5
b) A(u)= g [2-€0% dx=[-4-e0%] 3 =[-4-e"]-[-4]=

A(u)=4(1-e")—4 fur u—~ , da e"—0 fur u— .
A(u) nimmt alle Werte zwischen 0 und 4 an.
4.

Das Schaubild einer quadratischen
Funktion f berthrt im Ursprung die
Gerade mit der Gleichung y=4x und geht
durch (2|4).

a) Bestimmen Sie die Funktionsgleichung.

b) Berechnen Sie die Flache zwischen dem Schaubild und
den Geraden mit den Gleichungen y=4x und y=4.

c) Berechnen Sie den mittleren Funktionswert von f fur das
Intervall [O; 2].

d) Das Flachenstuck begrenzt vom Schaubild von f, der x-
Achse und der Geraden mit der Gleichung x=2 rotiert um die
x-Achse. Berechnen Sie den Inhalt des Rotationskorpers.
LOosung:

a) f(x)=ax*+bx+c f'(x)=2ax+b

Bedingung 1: f(0)=0, c¢=0

Bedingung 2: f'(0)=4, b=4

Bedingung 3: f(2)=4, 4=4a+8, a=-1

f(x)=-x?+4x

b) Schnitt der Geraden: 4x=4, x=1

A= Jo"[(4x-(-x2+4x)]dx+]%[(4-(-x2+4x)]dx
A=[o"[8x+x3|dx+[2[(4+x2-4x)]dx
A=[4x2+x3/3]o"+[4Xx+Xx3/3-2Xx3]+?
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A=4+1/3+8+8/3-8-(4+1/3-4)=20/3

c) [P [-x2+4x]dx=[-x3/3+2x?],*=-8/3+8=16/3

Das Ergebnis muss noch durch die Intervalllange 2 dividiert
werden, also Mittelwert 8/3.

d) V=1Joy[-x2+4x]2dx= T1]o}[x*-8x3+16x2]dx=
V="1[x°/5-2x*+16x%/3]s*= m(32/5-32+128/3)=25611/15

5.

' Gezeichnet ist das Schaubild C der
Funktion f: f(x)=-2x2+4x+2 (0<x<1)

Das Flachenstuck begrenzt von C , den
Geraden y=2 und x=1den Achsen rotiert
um die x-Achse. Berechnen Sie den
Rauminhalt des Drehkorpers.

Losung:

V=11/o'[-2x2+4x+2]2dx- 7)o" [2]2dXx

Da die Integrationsgrenzen ubereinstimmen, kann man
zusammenfassen.

V=11lo'[(-2Xx2+4x+2)?-27]dx=...=112 T1/15

6.

Gezeichnet ist das Schaubild der

Funktion f: f(x)=0,1x(x-10)? (0=x<10).

Es soll einen Beschleunigungsvorgang

darstellen mit x in Sekunden und f(x) in
—— = Meter/Sekunde.

a) Berechnen Sie die Anfangsbeschleunigung.

b) Berechnen Sie die maximale Geschwindigkeit.

c) Nach welcher Zeit ist die Bremswirkung am groften?

d) Berechnen Sie den Gesamtweg der Bewegung.

Losung:

a) f(x)=0,1x3-2x2+10x, f'(x)=0,3x3-4x+10, f(0)=10

Anfangsbeschleunigung 10m/s?
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b) f'(x)=0, x=3,4s, Geschwindigkeitsmaximum 14,8m/s
c) f'(x)=0,6x-4, x=6,7s, max. Bremsverzogerung -3,3m/s?
d) s=J0"°[0, 1x3-2x2+10x]dx=[0,025x*-2x3/3+5x2],'°=83,3(m)

7. Gegeben ist die Funktionenschar mit reellem Parameter t,

fi fi(x)=0,5x3-3tx*+4(1>-1)x+10t* (xeR), Schaubild K..

aa) Zeichne K1 flir -2<x<6. Verwende hierzu die

Extrempunkte, den Wendepunkt (mit Wendetangente) und

die Punkte mit ganzzahliger x-Koordinate.

ab) Welche Geraden durch den Schnittpunkt von K; mit der

y-Achse haben mit K genau einen weiteren Punkt

gemeinsam?

ba) Zeige, dass K; stets Extrempunkte besitzt.

bb) Stelle eine Gleichung fur die Ortskurve der

Wendepunkte auf.

bc) Bestimme t so, dass das Schaubild einer Stammfunktion

F: von f; an der Stelle x=-4 eine Wendestelle besitzt.

bd) Bestimme t so, dass das Schaubild einer Stammfunktion

F: von f; im Punkt (0|20) die Steigung 10 hat. Geben Sie eine

dieser Stammfunktionen an.

Losung: aa)

scomarte | T fi(%)=0,5-%3-3:1-x2+4+(12-1)-x+10-12

. ~(Achtung: ,Malpunkte” einfugen!)
f1(x)=0,5-%>-3-x>+4-0-x+10-12

—11(X)=0,5-x>-3x*+0-x+10-1

= f1(x)=0,5x3-3x%+10

R f1'(x)=1,5%%-6x, f;“(x)=3x-6, f;"““(x)=3

: f1'(x)=0: 1,5x2-6x=0 ... x4=0, x=4

f1“(0)=-6, H(O|10), f,"“(4)=6, T(4|-6)

f1“(x)=0: 3x-6=0, x5=2 f,"(2)=3, W(2|2), f1'(2)=-6

ab) Man betrachte die Tangente in einem beliebigen

Kurvenpunkt P(u[fi(u)):

y=f;‘(u)(x-u)+f;(u) und setze fir x=0 und y=10

101 1
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10=(1,5u?-6u)(-u)+0,5u®*-3u?+10, -u*+3u?=0, u,=0, u,=3
Es kommt nur u,=3 in Frage, f;'(3)=-4,5, y=-4,5x+10
ba) fi'(x)=1,5x3-6tx+4(t>-1)=0

2
X1.5= _bivzb —44¢ 421 5 b=-6t, c=4(t>-1)
d
y _61£V3612-24(12—1) _6t+£/12¢%+24
12— -
’ 3 3

Da 12t+24>0, gibt es immer 2 Losungen, wobei es sich bei
einer Wendeparabel um Extrempunkte handeln muss.

bb) fi“(x)=3x-6t=0, x=2t, y=10t>-8t, W(2t|10t2-8t).

Man setzt t=0,5x in y= 10t?-8t und erhalt y=2,5x?-4x.

bc) Fi'(x)=fi(x), F“(X)=f(x)=1,5x>-6tx+4(t>-1)

Fi‘(-4)=0, 20+24t+41t*=0, t=-1, t,=-5

bd) Ft‘(0)=ft(0)=10t2=10, t3=-1, t4=1
F1(x)=0,125x*-x3+10x+20
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Bei inrem nachsten Auftrag sollen sie eine Pyramide
realisieren, was sich nach Geometrie anhort.
4. Vektorrechnung

X3

/N X2

1
Als Uwe Ute die Grafik zeigt staunt sie nicht schlecht.

Nachdem Uwe sich als Geometrieversteher geoutet hat,
beginnt er mit der Erklarung.

Man muss sich ein raumliches Koordinatensystem
vorstellen.

Die ubliche x-Achse wird zur x.-Achse, die Ubliche y-Achse
zur Xs-Achse.

Die negative xs-Achse ist die erste Winkelhalbierende.
Normalerweise hat man auf x2- und x3-Achse gleiche
Einheit und auf der x1-Achse das V2-fache davon.

Man stelle sich vor, dass die x3-Achse nach oben und die x;-
Achse vorn zeigt.
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Die Achsen stehen paarweise senkrecht aufeinander.
Das ist insofern nichts Besonderes, da wir ja dauernd in
einem raumlichen Koordinatensystem sitzen. Wir blicken
sozusagen in die linke untere Zimmerecke.

Um einen Punkt (x4|x2|x3) in das Standardkoordinatensystem
einzutragen, muss man also (x2-0,5x1|x3-0,5x4) ins
zugehorige xy-Koordinatensystem eintragen.
A(8]2]|0)->(-2]-4) B(8]8|0)->(4|-4) C(2|8|0)->(7]-1)
D(2|2]|0)->(1]-1) M(5]5]0)->(2,5]-2,5) S(5|5|4)->(2,5]1,5)
In einem anderen Koordinatensystem muss der Punkt
mittels Ortsvektor (s.u.) eingetragen werden.

Geraden und Ebenen

In der raumlichen Geometrie spielen neben Geraden auch
Ebenen eine Rolle. Beide Objekte werden durch Vektoren
erfasst.

Dabei ist ein Vektor ein vertikales Zahlentripel, in welchem
eine Parallelverschiebung der Punkte des Raumes kodiert
ist.

2
v=| 4 | d.h. 2in x4-Richtung, 4 in x,-Richtung, -5 in xs-

-5
Richtung.
v ((2|3|5))=(4]7]0); so schreibt man dies aber nicht.
Zunachst wird jedem Punkt P ein Ortsvektor zugeordnet, der
die Verschiebung des Ursprungs O zu diesem Punkt angibt:

P(2[3|5)-> oP =

WD W N
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Bezeichnet man den durch 37 verschobenen Punkt mit Q, so

gilt fir seinen Ortsvektor

Q(4(7]0)->(5]-2)

| P Vi
allgemein: P(p1|p2|ps) oP =1 p,| v=|v,
P V3

q, P Vv, P v,
00 =92 |=| P2 | [v, || po#v, | QlPr+Vilpa+vapatvs)
K P3 Vs PtV
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Geometrisch stelle man sich als Reprasentanten von
Vektoren Pfeile vor. Parallele, gleich lange und gleich
orientierte Pfeile reprasentieren den gleichen Vektor.

Die Bsp-Pfeile zeigen jeweils zum Nachfolgebuchstaben:
AB = CD # EF (entgegengesetzte Orientierung)

GH = 1J # KL (entgegengesetzte Orientierung)

Einen Pfeil fur die Summe zweier Vektoren erhalt

man, indem man einen Pfeil des zweiten

Summanden an die Spitze eines Pfeils

des ersten Summanden
setzt. Der Summenpfeil
hat seinen Anfang am
ersten und seine Spitze
am zweiten Pfeil.
(Physik: AC
Resultierende von 4B
und BC)

AB+ BC= AC
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Vektoren konnen auch subtrahiert werden:

. 2 2 0
OS=0OP-v=(3|-| 4 |=|—1

5/ \=5 10

2 _
Mit -{ 4 [=]|_4| kann statt der Subtraktion
auch eine Addition durchgefihrt werden:
. 2 -2 0
OS=0P+(-v)=|3|+|-4|=|_1
5 5 10

-v heil’t Gegenvektor von v, seine Komponenten sind
entgegengesetzt zu denen von V.

Ein Vektor wird subtrahiert, indem sein Gegenvektor addiert.
Die Pfeile von -v erhalt man, indem man bei den v -Pfeilen
die Spitzen und Anfang vertauscht.

BC=-AB+ AC= AC- AB
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Setzt man A=0, so hat man die wichtige
Verbindungsvektorformel

BC=0C-0B

Bsp.: B(2|3]5)->C(4|70)

. |4)] (2 2

BC = 71" 3 = 4

0/ \5 -5

¢, | [, c,— b,

allgemein: BC=|c;|=|b,|=|c,—b,
C3 b, 3 bs

Eine Besonderheit ergibt die Addition von Vektor und
Gegenvektor:

) -2 0
4 |+|—4|=|0|=0...Nullvektor
-5 5 0
Gerade:
»

Jetzt erhalt man die Gerade g=(PQ):
OX = OP +tv mit dem reellen Parameter t

52



2 2
OX=|(3|+t| 4
S -5
Die Geradenpunkte lauten X(2+2t|3+4t|5-5t)->(2+3t|4-6t)
OP heildt Stiitzvektor,
0

v = PO #|0| heilt Richtungsvektor von g.
0

Hier kommt eine weitere Vektorrechnungsart, die
Multiplikation mit einer reellen Zahl zur Anwendung.

2 2t
tl| 4 [=| 4t
-5 —5t

Geometrisch werden die Pfeile des Vektors einfach mit dem
Faktor t gestreckt:
fT)? =t ]75
Hinweis: FUr die Vektorrechnung gelten die ublichen
Rechenregeln, da ja komponentenweise gerechnet wird.

v, 0
Besonderheiten: t=0: 0| |[={0|= 0 ... Nullvektor
0

Vs
t=-1: -1|v,|=|—v,| ==7 Gegenvektor von ¥ mit v +(-v)=0
Vs V3

Um einen Punkt auf einer Geraden zu berechnen setzt man
einen Wert fur den Parameter ein und berechnet den
zugehorigen Ortsvektor:
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2 2 3
t=0,5in ox=|3|+t| 4 | eingesetzt: ox =| 5 | R(3|5]2,5)
5 -5 2,5
(Mittelpunkt von PQ, wg t=0,5)
Um zu testen, ob der Punkt T(1|3|2) auf der Geraden liegt,

muss man seinen Ortsvektor mit dem Geradenterm
gleichsetzen:

2 2 1 2 2 —1
3+t 4 | =|3|[|-13 tl 4 | =| 0 | ersichtlich gibt es
5 -5 2 5 -5 -3

hier keinen eindeutigen t-Wert (-0,5 oder 0 oder 0,6), also
liegt der Punkt nicht auf der Geraden.

Um eine Beleuchtung der obigen Pyramide zu erreichen,
soll auf der xs;-Achse ein Strahler angebracht werden. Um
eine gunstige Position zu bekommen bendtigt man den
Schnittpunkt von (BS) mit der x;-Achse.

19 0 0
Xs-Achse: OX =(0|+tl0|=t|0
0 1 1

8 =5

(BS): OX=|g|+s|-3

0 4

zu beachten ist, dass man hier mit verschiedenen
Parametern arbeiten muss.

Logischerweise verwendet man hier das
Gleichsetzungsverfahren:

8 —3 0
gl+s|[—=3|=t|o
0 4 1

Dieser Vektorgleichung entsprechen die 3 gewohnlichen
Gleichungen
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8-3s=0t

8-3s=0t

0+4s=t

aus den ersten beiden Gleichungen ergibt sich s=8/3
eingesetzt in die letzte Gleichung: t=32/3

damit lautet der Ortsvektor des gesuchten Schnittpunkts

0
0
32/3
und der Punkt (0]|0]|32/3)

Ab dieser Hohe beleuchtet der Strahler die ganze Pyramide;
darunter gibt es einen Schatten.

U:
C(11,5|3,5)eg:
1 2 -2 2 —1 -2
LS[=10[+t] 3 |]-|O 1,5|=t| 3 | t=0,5
3,5 3 1 3 0,5 1
(einheitliches t)
D(1]|1|5)&g:
1 2 -2 2 —1 -2
1[=10[+t] 3 [|-]0 1 [=t| 3
5 3 1 3 2 1

t1=-0,512=1/3  t3=2 Widerspruch, da verschiedene t-
Werte

Hat man 2 Geraden,; so konnen diese identisch sein, was
man der Gleichung nicht ansehen muss. Es gibt also nicht
die Geradengleichung.

Verschiedene Geraden konnen sich schneiden, parallel oder
windschief sein.

In einem Wurfel schneiden sich die Raumdiagonalen, untere
und obere Kanten sind entweder parallel oder windschief.
Man pruft dies rechnerisch, indem man die Geradenterme
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gleichsetzt. In jedem Fall erhalt man ein Gleichungssystem
mit 3 Gleichungen und 2 Variablen, es ist also
uberbestimmt. Zu beachten ist, dass man bei den
Gleichungen verschiedene Parameter wahlt. Sollten 2
Geraden mit dem gleichen Parameter

angegeben sein, so wahle man verschiedene.

(wenn der Parameter die Zeit bedeutet, muss man
beidesmal t als Parameter wahlen)

Bsp.: gNh={S} ... g und h schneiden sich in S

9 2 6 3
X, =|5|+s| 1 |=|3|+t]| 1 |= X, ...
0 —2 1 —5

Wir erhalten im allgemeinen ein Gleichungssystem von
3 Gleichungen und 2 Variablen:

2s-3t=-3 (1)

1s-1t=-2 (2)

-2s+5t=1 (3)

Man Iost das Gleichungssystem (1), (2) nach dem
Additionsverfahren und setzt die Losungen in (3) ein.
1s-1t=-2 (2)

O0s-1t=1 (1)+(-2)-(2)

t=-11in (2): s=-3 in (3): -2(-3)+5(-1)=1 richtig
eingesetzt in einen der Terme: S(3|2|6)

Bsp.: gNh={} ... g und h schneiden sich nicht

5 -2,5| [3 5
X, =|9|+s| =5 |=|5[+t|10|= X, ...
4 3 41 =6
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Losung:

-2,5s- 5t =-2 (1)
-55-10t=-4 (2)
3s+6t=0 (3)

-2,5s- 5t =-2 (1)

-s- 2t=-0,8 (2)/5

s+2t= 0 (3)/3
Addiert man die beiden letzten Gleichungen, erhalt man den
Widerspruch 0=-0,8
Auf Grund des Widerspruchs gibt es keine gemeinsamen
Punkte.
Da ihre Richtungvektoren linear abhangig
(ein Vektor Vielfaches des anderen) sind, sind die Geraden
parallel und verschieden.

Bsp.: g=h
5 —-2,5 3 5 —2,55—5t=-2
X, =|9|+s| =5 |=| 5 |+t|10|= X, .. | =55—10t=—4
4 3 6,4 —6 3s+6t=2,4

Die 3 Gleichungen sind aquivalent zu s+2t=0,8.
Es gibt also unendlich viele Losungen.
Damit sind die Geraden identisch.
-2,5s-5t=-2 (1)
-5s-10t=-4 (2)
3s+6t=24 (3)
Dividiert man die erste Gleichung durch -2,5, die zweite
durch -5, die dritte durch 3, so erhalt man jeweils
s+2t=0,8
Bsp.: gNh={} ... g und h schneiden sich nicht
9 2 6 3
X, =|5|+s| 1 [=|3|+t| 1 [= X, ...
1 -2 1 -5
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(1) 2s-3t=-3

(2) 1s-1t=-2

(3) -2s+5t=0 ... (1)+(3): t=-1,5in (3): s=-3,75 in (2): Wid.
es gibt keine gemeinsame Punkte, die Richtungsvektoren
sind linear unabhangig (keiner ist Vielfaches des anderen) ,
die Gerade sind windschiet.

2s-3t=-1 (1)

1s-1t=-2 (2)

-25+5t=0(3)

1s-1t=-2 (2)

O0s-1t=1 (1)+(-2)(2): t=-1, in (2) s=-3, in (3) 6-5=0 Wid.

Nachstes Problem:

Bei obiger Pyramide soll von MS ein Balken sein. In der
Hohe 2 sollen orthogonale Stutzen zu den Kanten
angebracht werden.

Wir bestimmem den Abstand des Punktes H(5|5|2) von
(BS).

Abstandsaufgaben: erfordern den Betrag eines Vektors:

Vi
v=v, | |V|=V(vi2+v2+vs?) ... rdumliche Pythagorasformel

V3
Fur den Abstand zweier Punkte P und Q gilt dann
q4,— P,
| fTé 1=l q,— P, |=\/(CI1-p3)2+(Q2-p2)2+(q3-p3)2) vgl. 2d-Formel
q;— P3
81 [=3

(BS): OX =|g|+t|_3 X(8-3t|8-3t|4t)
0 4
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3-3t
HX = 3—3t |P_D>(|=\/(3—3t)2+(3—3t)2+(4t—2)2=
4t—2
V34252t +22
Damit Orthogonalitat vorliegt, muss der Abstand minimal
sein, d.h.
f(t)=3412-50t+22 muss minimal sein: f'(t)=68t-52=0 t=13/17 ...
LotfuRpunkt L(97/17|97/17|52/17)
Erganzung: Orthogonalitat von Vektoren
Man betrachte das Dreieck O(0|0|0)A(a:|az|as)B(b+|b2|bs)

a, b,
Die Ortsvektoren 04 =|a,| und OB =|p, | sollen auf
a; b,

Orthogonalitat gepruft werden.
Es muss die Pythagorasgleichung gelten:
| 04 |>+| OB |?>=| AB |? ... aibs+azbs+aszb;=0

2 2
Bsp.: |2 | und | —1 | sind orthogonal.
1 —2

Die Beziehung asbs+azb,+asb;=0 ist ein Sonderfall von
aibi+azbo+asbs=+a, 2 +a,?+ay? b, 2+b,2+b,2 cos(a) fir a=90°
und dient der Winkelberechnung zwischen Vektoren,

kurz @-b =|a |l b |cos(a) ... Skalarprodunkt der Vektoren.
(vgl. physikalische Arbeit)

Ein Eingang in die Pyramide soll so sein, dass die
Oberkante in der Hohe 2 ist. Dieses Problem lIost man am
einfachsten mit Ebenen.
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Zunachst wieder etwas Theorie.
Ebenen:

Generell ist eine Ebene durch

3 Punkte festgelegt, die ein Dreieck bilden.

(stellt man einen 3-beinigen Hocker auf ebenen FulRboden,
so wackelt er nicht!)

Das dargestellte Dreieck hat die Eckpunkte

A(2]0]0) B(0|3|0) und C(0|0|4).

Diese erfiillen die Gleichung % ¥ % + 221 (1)

4
Die Punkte X mit
OX =04 +s AB +t AC mit s, teR liegen auf dieser Ebene.

|2 -2\ gl=2
OX=|0|+s| 3 |[+t| 0 | (s, teR) (2)
0 0 4

(1) heil3t Koordinatengleichung, (2) Parametergleichung der
Ebene.

Setzt man in x4=2-2s-2t  s=x,/3 und t=xs/4
x1=2-(2/3)x2-(2/4)x3

so erhalt man (1)

Lost man (1) nach x4 auf und setzt x,=s und xs=t
x1=2-(2/3)s-(2/4)t, so erhalt man
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X, 2 —2/3 —2/4

X, =10 +S | +t 0

Xy 0 0 1
zwar nicht (2), aber eine aquivalente Gleichung.
(mit x.=3s und x;=4t hatte sich (2) ergeben)

Wir haben also 2 Formen der Ebenengleichung, die man
ineinander uberfuhren kann.

(1)->(2) kann als Losung der Gleichung aufgefasst werden.

(eine Gleichung mit 3 Variablen hat eine 2-parametrige
Losungsmannigfaltigkeit)

(2)->(1) Elimination der Parameter.

Wahrend (1)->(2) unproblematisch und normalerweise
unnotig ist, ist (2)->(1) etwas problematischer, da man sich
leicht verrechnen kann.

U: (SAB) bei obiger Pyramide

I e 3 3
(SAB): OX=0S+sS4+tSB=|5|+s|-3]| +t| 3
4 —4 —4

mit reellen Parametern s und t

Bezeichnung: O3 heif’t Stiitzvektor, S4 und SB heifen
Richtungsvektoren der Ebene, die linear unabhangig sein
mussen.

Um die Parameter zu eliminieren schreibt man

X, 5 3 3 5+3s+3t

X, =15 +S —3 +1 3 | = 5—3s+3t

1 o\a] a4 o l=a a=ds—at
3

X1=5+3s+3t(1)
X2=5-3s+31(2)
X3=4-4s-41(3)
(1)-4+(3)-3: 4x4+3x35=32 Parametergleichung
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Die Parametergleichung enthalt x. nicht, da die Ebene
parallel zur x,-Achse ist. Normalerweise muss man mit (1)
und (2) s und t in Abhangigkeit von x; und x, bestimmen und
in (3) einsetzen.

3s+3t =-5+x1 (1)

-3s+3t=-5-x2 (2)

-4s-4t =-4+x3 (3)

3s+3t =-5+x1 (1)

Os+6t =-10+x1-x2 (1)+(2):

t=(-10+x1-x2)/6 in (1) s=(-5+x1)/3-(-10+x1-x2)/2

in (3) ... Xs+0x+(3/4)x5=8

[*Anfang]man kann eine weitere Formel anwenden:

a
In ax;+bx,+cxs=d steht | 5| senkrecht auf den

c
&y b,
Richtungsvektoren | a, |, | b,| der Ebene.
25 b;

a a2b3—a3b2
Dabei qilt |5 |=|a3b1—alb3 |, d erhalt man anschlielRend

C alb2—a2bl
durch Einsetzen des Stutzpunkts.

X 5 3 3

x,|=|5[+s| 3| #t| 3

Xy 4 —4 —4

a 24

b|=|0 |, 24x1+0x2+18x5=d=120+0+72=194, 4x;+3x;=32.
c 18

[*Ende]
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Die Koordinatenebenen haben die Koordinatengleichungen
X1X2-Ebene: x3=0

XoX3-Ebene: x4=0

X1Xs-Ebene: x,=0

Um obiges Pyramidenturproblem zu losen, schneiden wir
die

LD 8 -3
Ebene x;=2 mit der Geraden (BS):: OX =| x,|=|8|+s|—3
X 0 4
3
O+4s=2 s=0,5
6,5
Der Ortsvektor des Schnittpunkts lautet | 6.5, der
2

Schnittpunkt (6,5]6,5|2).

Wenn die Turoffnung auf der Seite ABS sein soll, lautet der
Schnittpunkt von (AS) mit x3=2: (6,5|3,5|2).

Die Offnung soll jetzt unten eine Breite von 2 haben und
zwar soll sie unten von (8|4|0) bis (8|6]|0) gehen. Dann geht
sie oben von (6,5]4,5|2) bis (6,5|5,5|2).

Hinweis zu gNE: (E sei durch eine Koordinatengleichung
gegeben) Wenn man g in die Ebenengleichung einsetzt,
gibt es 3 Moglichkeiten.

1. Man kann den Parameterwert bestimmen; wenn man
diesen in die Geradengleichung einsetzt, erhalt man den
Ortsvektor des Schnittpunkis.

2. Der Parameter fallt heraus ...

a) 0=0 g liegtin E b) 0=1 g liegt nicht in E und verlauft
parallel zu E. Schliel3lich kann man auch noch Ebenen
miteinander schneiden.
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Auf der Pyramide befinde sich ein Stab der Lange 1.

2

Sonnenlicht strahle in Richtung auf die Pyramide.

-2
Die Schattenebene schneidet dann eine der
Pyramidenflachen in einer Geraden:

X, 5 0 2
Schattenebene | x,| =3 |+t{0| +u| 3
ol e ) -2

X1-(2/3)x2=5/3

X1+(3/4)x3=8

am einfachsten ist es x41=v zu setzen:
X2=-2,5+1,5v x3=32/3-4/3v

X 0 1
X, [=|—-25+v| L5 | ware Schattengerade
x| \32/3] \-4/3

Schnitt mit x3=0: v=8 (8|9,5]0), es wird also die vordere
Flache geschnitten.

Beim Schnitt zweier Ebenen kann es auch wieder zu
Parallelitat bzw. Identitat kommen, was man aber den
Koordinatengleichungen sofort ansieht.

Um 3 Ebenen miteinander zu schneiden, schneide man
zunachst 2 miteinander.

Hinweise:

1. Um eine Koordinatengleichung einer Ebene durch 3
Punkte kann man auch folgendermal3en vorgehen
Bsp.: P(1[2]2), Q(2|2|1), R(2]|1]2)

axs+bxo+cxs=1



P: 1a+2b+2c=1

Q: 2a+2b+1c=1

R: 2a+1b+2c=1 ... a=b=c=0,2

0,2x4+0,2x,+0,2x3=1

1a+2b+2c=1 (1)

2a+2b+1c=1 (2)

2a+1b+2c=1 (3)

1a+2b+2c=1 (1)

O0a-2b-3c =-1 (2)+(-2)(1) : (2")

0a-3b-2c =-1 (3)+(-2)(1) : (3")

1a+2b+2c=1 (1)

O0a-2b-3c =-1(2")

0a-3b-2c¢ =-1 (3")

1a+2b+2c=1 (1)

Oa-2b-3c =-1(2")

0a+0b+5c=1 2(3')+(-3)(2'): c=0,2 in (2'): b=0,2:in (1): a=0,2
Das Verfahren heildt Gauldscher Algorithmus und beruht
darauf, dass sich die Losung eines linearen
Gleichungssystems nicht andert, wenn man zu einer
Gleichung ein Vielfaches einer andere addiert.

Bei 3 Gleichungen mit 3 Variablen ergibt sich im ersten
Schritt ein Teilsystem von 2 Gleichungen mit 2 Variablen
und im dritten Schritt schliel3lich eine Gleichung mit einer
Variablen.

Sollte die Ebene durch den Ursprung gehen, so muss
natdrlich rechts O stehen.

Trotzdem kommt man mit dem Ansatz durch:

Bsp.: P(1|1]-2), Q(1]-2]1), R(-2|1|1)

P:1a+1b-2c=1 11-21 10-10 a-c=0

Q: 1a-2b+1c=1 1-211 01-10 b-c=0

R: -2a+1b+1c=1 2111 0001 d.h.rechts O statt 1
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c kann jeden Wert auf3er 0 annehmen, z.B. 1: a=b=c=1
X1+Xo+X3=0

Sollte die Ebene in Parameterform gegeben sein, so kann
man 3 Punkte berechnen, indem man die Parameter einzeln
und beide 0 setzt.

Sollte die Ebene mit einer Koordinatengleichung gegeben
sein, kann man fogendermalen eine Parametergleichung
erhalten:

2X1=-3Xo+X3=4 x1=2+1 ,5X2-O,5X3

X, 2+1,5x,—0,5x, 7

1,5 —0,5
2 X =10]+x,| 1 |+X3| 0
X3 X3 0 0 1

Setzt man abschlief3end noch x.=s und x;=t, hat man die
ubliche Form.

[*Anfang]2. Um den Abstand eines Punktes von einer Ebene
zu bestimmen brauchte man einen Ebenennormalenvektor.
Erfreulicherweise wird ein solcher mit eine
Parametergleichung mitgeliefert:

2
Bsp.: 2x4-x2+3x35=4 ' | —1 | ware ein Normalenvektor.
3
P(1]2|1) liegt nicht'auf der Ebene. Lotgerade
X | 2
Xy =2+t —=1]...2(1+2t)-(2-1)+3(1+31)=4 ... t=1/14
X5 1 3

1
L(16/14[27/14|17/14) ... LotfuRpunkt Abstand | PL |= 77

Es geht aber einfacher, wenn man die Koordinatengleichung

auf die Hessesche Normalform (s.u.) bringt:

1
ﬁ (2x1-x2+3%3-4)=0 und den Punkt einfach einsetzt
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1 1
14 (2-1-1 -2+3-1-4)=-T, dabei kann ein negativer Wert

herauskommen, der Abstand ist naturlich positiv.

Den Abstand Punkt/Gerade bestimmt man, indem man die
Ebene durch den Punkt mit dem Richtungsvektor der
Geraden schneidet.

Bsp.:
Abstand M(5]5|2) von A(8]2]|0)S(5]5]4)
-3
A4S =| 3 | -3x1+3x2+4x5=d M eingesetzt d=8
4
X, 8 -3
(AS): | x,|=[2|*t| 3 | eingesetzt -3(8-3t)+3(2+3t)
¥ 0 4
3
+4(0+41)=8

... 1=26/34 eingesetzt L(97/17|73/17|52/17) Lotfullpunkt
Abstand: | ML |=26 /34

Winkelaufgaben: erfordern
cos( i, vV )=(uivi+uzvo+usVs)/(| i || 7 |) Skalarproduktformel

Alle Beispiele beziehen sich auf obige Pyramide:
Beispiel: Dreieck A(8|2|0)B(8|8]|0)S(5|5]4)

3 3
Winkel bei S: S4=|-3|, SB=| 3
—4 —4

cos'(0)=16/34 a=62°

Winkel zwischen Ebenen:

cos™ (Jusvi+uavatusva/(| i || v ]))

wobei die Vektoren Normalenvektoren der Ebenen sind.
(ABS): 0,125x,1+0x,+0,675%5=1 und Grundebene
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0x1+0x2+1x3=0
B=cos™(0,675/8,22)=85°

Winkel zwischen Gerade und Ebene:
sin”(Juivatuavorusvs/(l i |- v 1))

wobei ein Vektor Normalenvektor der Ebene, der andere
Richtungsvektor der Geraden ist.
Winkel zwischen (AS) und Grundebene:
O=sin"(4//34)=43°

[*Ende]

Erganzung Parametergleichung Ebene:
Die Ebene (s.0.)

2 -2 -2
OX=|0]|+s| 3 |+t 0 | (s, teR)
0 0 4

schneidet die Achsen in A(2|0]|0) B(0|3|0) C(0]0|4).
Dies Punkte erhalt man indem man s=0 und t=0,

s=0 und t=1, s=1 und t=0 setzt. Setzt man s=1 und t=1, so
ergibt sich D(-2|3|4). ABCD ist ein Parallelogramm.

Mit 0<s<1 und 0<t<1 erhalt man alle Punkte dieses
Parallelogrammes.

Mit O<s, 0O<tund 0ss+t<1 erhalt man alle Punkte des
Dreiecks ABC.

[*Anfang]Erganzung zur Koordinatengleichung der Ebene:
Gegeben: E: axi+bxa+Cx;=d

a
Behauptung: | 5| senkrecht auf E (Normalenvektor)
C
Beweis: Man betrachtet zwel Ebenenpunkte
P(p1lp2lps) und Q(qi|qz|qs), dann gilt
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__ |a q4,— P a

PO-|b|=|q,—p, | | b|=(dr-p1)a+(qz-p2)b+(gs-ps)c=
¢ q;— P3 ¥

=(q+a+qzb+qsc)-(p1a+p2b+psc)=d-d=0

Ist P(p1|p2|ps) ein bestimmter Ebenenpunkt so ist in
axs+bx,+cxs;=d
d=ap++bp.+cps; und man kann die Gleichung der Ebene mit

a
Normalenvektor | 5| auch so schreiben

c

a X1 P
b|[|x,|-|p, |70, 77 -(%-p)=0 Normalenform

¢ X3 P3

d= Ki—ﬂ |7, (X -p)| Hessesche Abstandsformel

Ng
Setzt man fur X einen nicht auf E liegenden Punkt Q ein, so
ergibt sich sein Abstand von E.
FUr den LotfulRpunkt qilt

OL =00 +d K_l,—>| n,, wenn d ohne Betrag rechts in obiger
g
Formel eingesetzt wird.

Beispiel: x1-2x+2x35=4, Q(2|1|-1)
I
o=l 2|, |7, |23, = (12-2:142+ (-1)-4)=-2

2 3
2 1
— 2 4.7, 7
OL = 2l L2 L)L
L |-5 -2 LG5S

—1 2

69



Den Abstand eines Punktes Q von einer Geraden g
bestimmt man, indem man die Ebene orthogonal zu g durch
Q mit g schneidet.

Einen Punkt Q(q+|g2|qgs) spiegelt man an einer Ebene oder
Geraden, indem man zunachst den LotfuRpunkt L(l4]l2|l5)
und die Mittelpunktsformel anwendet.

d.h. 11=0,5(q1+q'1) , 94=2l1+q1 u.s.w.

[*Ende]

70



Als sie schliellich einen Auftrag fur den Park eines
Spielkasinos bekommen, beschliel3en sie auch noch
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu wiederholen bzw. zu
lernen.

5. Wahrscheinlichkeitsrechnung

5.1 Grundbegriffe

Das beliebteste Spiel im Casino ist bekanntlich das
Roulette. Auf dem Rouletterad fallt die Kugel zufallig in
eines der 37 Facher, die von 0 bis 36 durchnummeriert sind.
Gesetzt wird auf dem Roulettespielfeld:

S [ oW 2 [ 18 27 80 kK] B8l C36
0 P 5N G i A [ P PE) B2 B C35
e e dfrofit3fii 25 PX] &5 B4 C34
12P 12M 12D

1-18 gerade [N ungera 19-36
de
Im einfachsten Fall setzt man auf eines der Felder 1 bis 36
einen Chip. Fallt dann die Kugel in dieses Feld, erhalt man
seinen Einsatz zuzuglich dem 35-fachen, die
Auszahlungsquote betragt 35:1.

[\ N
SR

I S =
o
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Man unterscheidet

Setzung Beispiel Auszahlungs- Wahrschein-
quote A lichkeit P

Rot 14 1:1 18/37
Scharz 13 1:1 18/37
Gerade 14 1:1 18/37
Ungerade 13 1:1 18/37
1-18 14 1:1 18/37
19-36 20 1:1 18/37
Benachbarte [14/13,14/17 17:1 2137
Querreihe 19/20/21 11:1 3/37
Erste 3 0/1/2 11:1 3/37
Vierer 23/24/26/27 8:1 4/37
Erste 4 0/1/2/3 8:1 4/37
Transversale 4/5/6/7/8/9 5:1 6/37
12P, 12M, 12D 2:1 12/37
C34, C35, C36 2:1 12/37

Die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich als Quotient der fur

das Ereignis gunstigen Ausgange (bei rot 18) durch die Zahl

der moglichen Ausgange (37). Diese Formel darf aber nur

bei gleich wahrscheinlichen Ausgangen angewandt werden.
A=(36-37P)/(37P), P=36/(37A-37)
Der Gewinn der Bank ergibt sich langfristig durch den

Ausgang 0.
Beispiel:

Wenn bei 37 Spielen18 mal rot, 18 mal schwarz und
1 mal 0 kommt, dann hatte ein Spieler, der immer
10 € auf rot setzt, 10 € verloren.
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Mathematisch spricht man von der Menge aller Ausgange
S={0, 1, 2, 3, ..., 35, 36} S ist das sichere Ereignis, P(S)=1.
Einelementige Teilmengen {0}, {1}, ..., {36} von S heilden
Elementarereignisse.

P({0})=P({1})=...=P({36})=1/37 (da Summe 1 sein muss)
Beliebige Teilmengen heissen Ereignisse.

Das Ereignis ungerade ware {1, 3, 5, ..., 33, 35}.

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der
Summe der Wahrscheinlichkeiten der enthaltenen
Elementarereignisse.

P({1, 3,5, ..., 33, 35})=P({1})+P({3})+P({5})+...+P({33})
+P({35})=18/37

Die Wahrscheinlichkeit, dass 38 fallt ist 0, man spricht vom
unmoglichen Ereignis, das durch die leere Menge {}
dargestellt wird. Man benatigt dieses Ereignis, wenn man
Ereignisse verknupfen will.

Wenn Uwe auf gerade und Ute auf ungerade setzt ist die
Wahrscheinlichkeit, dass beide gewinnen 0.

Es soll nun die Wahrscheinlichkeit berechnet werden, dass
Ute und Uwe gewinnen, wenn Uwe auf rot und Ute auf
gerade setzt.
R={1,3,5,7,9,12,14,16,18,19,21,23,25,27,30,32,34,36}
G={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30,32,34,36}
RNG={12,14,16,18,30,32,34,36} ... Schnittmenge von R
und G.

P(RNG)=8/37

11 13
1 3 5
12 14
9 21 30

23 25 27
19
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Wenn man im Mengenbild die Elemente von R gelb und die
Elemente von G blau hinterlegt, so sind die Elemente der
Schnittmenge grun hinterlegt. (Farbmischung!)

Bei gleicher Setzung kann man auch nach der
Wahrscheinlichkeiten fragen, dass Uwe oder Ute gewinnt,
so muss man die Vereinigungsmenge bilden RUG

(alle farbig hinterlegten Zahlen).

P(RUG)=28/37

Es gilt P(RUG)=P(R)+P(G)-P(RNG)=18+18-8

Man kann auch fragen, wie wahrscheinlich es ist, dass Ute
bei obiger Setzung nicht gewinnt.

Hierzu muss man die Komplementmenge G von G bilden.
G ={0,1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27,29,31,33,35}
P(G)=19/37

Es gilt P(G)+P( G )=1

5.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Schlieldlich zur unangenehmsten Begriffsbildung, der
bedingen Wahrscheinlichkeit:

Ute sieht, dass die Kugel in ein rotes Feld fallt, kann aber
die Zahl noch nicht erkennen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist sie gerade?

Nach obiger Basisformel (guinstig/moglich): Ps(G)=8/18

Es gilt Pr(G)= 2 (GO R)  falls P(RNG)=P(R)-P(G), R, G

P(R)
unabhangig.
Statt obigem Mengenbild kann man den Sachverhalt auch in
der Vierfeldertafel darstellen:

P(X.NY>) R R Summe: P(X)
G 8/37 10/37 18/37
G 10/37 9/37 19/37
Summe: P(Y) 18/37 19/37 37137
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Damit kann man die unmaoglichsten Fragestellungen
betreffend 2 Ereignisse beantworten.
5.3 Wiederholungen
Ute hat von einem ,todsicheren® System gehort. Man setzt

auf eine bestimmte Farbe und verdoppelt jedes mal, wenn

man verliert. Dann gewinnt man bei jedem Farbwechsel den
einfachen Einsatz.

Beispiel:

Gesetzt auf | Gefallen Gewinn Bilanz
rot

1 schwarz -1 -1

2 schwarz -2 -3

4 schwarz -4 -7

8 rot 8 1

Uwe lacht, das ist ein alter Hut, hast du schon einmal etwas
von einem Limit gehort und von exponentiellem Wachstum?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt 10-mal nacheinander
schwarz auf?

Hier gibt es wieder eine neue Schreibweise, die
Zufallsvariable.

P(X=10) statt P({ssssssssssss}).

P(X=10)=( % )10=0,00074=0,074%=0,74%q.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt bei 10 Spielen 5-mal
schwarz und 5-mal rot auf. Wenn X die Zahl der schwarzen
angibt,

e, 18 18 10/ N o
P(X=5)=( 37 ) (37 ) 5157 =0,187=18,7%
also keinesfalls 50%.
I steht fur Fakultat. Bei 10 verschiedenen Zahlen gibt es
10!=10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 Anordnungsmaoglichkeiten. Bei
gleichen muss entsprechend reduziert werden.
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Ute und Uwe fragen sich, ob es auch ,Gllcksspiele” gibt,
bei denen man den eigenen Kopf einsetzen kann, und
spielen zu Hause 17 und 4.

|07; ¢8; 09; ¢10; ¢B; ¢D; oK; ¢A; 97 ... YA; &7; ...; 8A;

*7; ...; BA|

Aus einem Skatblatt werden nacheinander Karten gezogen,
dabei wertet das Ass 11, die Bilder 10, die anderen die
aufgedrucke Zahl.

Uwe zieht 2-mal, mit welcher Wahrscheinlichkeit hat er 217?
Hier hilft ein Baumdiagramm

Ass=11, Bild oder 10: 10, Lusche=Lu sonst
|-04/32-11-|-16/31-10: P({11-10}) =(04/32)(16/31)

| -15/31-10 :P({11-10}) =(04/32)(15/31)
-|-16/32-10-|-04/31-11:P({10-11}) =(16/32)(04/31)

| |-28/31-11 :P({10-111}) =(16/32)(28/31)
|-12/32-Lu-|-

Nachdem sie eine Weile gespielt haben bekommt Ute
hohen Blutdruck.

U: (Unabhangigkeit)

Bei der Einnahme eines Medikaments zur Blutdrucksenkung
bekommt man mit einer Wahrscheinlichkeit von 5%
Kopfschmerzen

und mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% Bauchschmerzen.
Beide Nebenwirkungen treten unabhangig voneinander auf.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt man beide
Nebenwirkungen?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt man
mindestens eine

Nebenwirkung?

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt man entweder
Kopfschmerzen oder Bauchschmerzen?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt man keine
Nebenwirkung?
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Losung:

A sei das Ereignis Kopfschmerzen,

B das Ereignis Bauchschmerzen.
B: grin/blau 20

A49) ANB(1) B(19) (931)

A: gelb/grun 50 farblos: keine Nebenwirkung

a) P(ANB)=P(A)P(B)=0,05-0,02=0,001 (grun) ... 1 von 1000

b) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,069 (gelb/gran/blau) ...

69 von 1000

c) P((AUB)\(ANB))=0,069-0,001=0,068 (gelb/blau) ...

68 von 1000 (\=ohne)

d) 1-P(AUB)=0,931 ... 931 von 1000

[*Anfang]5.4 Einfache Tests:

Beispiel:

Bei der Herstellung eines Bauteils gibt es erfahrungsgemal}
einen Ausschuss von p=10%. Ein Kunde offnet eine
Packung von n=100 Bauteilen. Wenn er mehr als 10 defekte
Bauteile findet, lehnt er den Kauf ab. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit a (Irrtumswahrscheinlichkeit) hat er sich
geirrt.

LOosung:

a=P(X>10)=P(X=11)+...+P(X=100)=1-P(X=10)
=1-(P(X=0)+...+P(X=10))

=1-0,1°+(0,1)°(0,9) 5+ 10/

9/1!
=~0,42=42%

{11, 12, ..., 100} heil3t Ablehnungsbereich

Der relativ hohe a-Wert ist praktisch nicht anwendbar.
Umgekehrt kann man zu einem a-Werte den
Ablehnungsbereich bestimmen.

Dazu benotigt man aber die Summenfunktion auf dem
Taschenrechner.

, 10!
8/2/

H0,1)%(0,9) o5 +..+(0,9)")
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U(Test)

Linksseitiger Signifikanztest

Ein Medikament gegen eine bestimmte Krankheit soll laut
Hersteller eine Wirksamkeit von p=90% besitzen. Ein Arzt
testet dies an n=15 Personen. Berechne die
Irrtumswahrscheinlichkeit a fur den Ablehnungbereich
X<11(=g), wenn X die Anzahl der erfolgreichen
Behandlungen mit diesem Medikament ist.

Losung:
0,1,2,3,4,5,6,7/8,9,10, 11,
Ablehnungsbereich g , Annahmebereich

P(X<11)=P(X=0)+P(X=1)+...+P(X=11)==0,055=5,5%

d.h. der Hersteller muss davon ausgehen, dass 5,5% aller
Kunden mit der gleichen Ablehnungsvorstellung ablehnen
werden, obwohl die Wirksamkeitsangabe zutreffend ist.
allg: P(X<g)=a

Vorgangsweise bei gegebenem a=0,5% im sonst gleichen
Beispiel n=15, p=0,9:

Fur g berechnet man der Reihe nach ausgehend vom
Erwartungswert np=13,5

(WT mit Summenfunktion erforderlich)
P(X<g)=binomcdf(15,0.9,13)=0,45 ...
P(X<g)=binomcdf(15,0.9,10)=0,01
P(X<g)=binomcdf(15,0.9,9)=0,002

also g=9
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U Test (rechtsseitig)

Ein Gartenbauversand versichert, dass unter seinen
Tulpenzwiebeln hochstens p=10% Ausschuss sind.

Ein Kunde bestellt n=50 Zwiebeln und reklamiert sobald
mehr als

5 Zwiebeln nicht aufgehen.

a) Mit welcher Irrtumswahrscheinlichkeit a reklamiert der
Kunde?

b) Bestimme den Ablehnungsbereich fur eine
Irrtumswahrscheinlichkeit 12%.

Losung:

n=50, p=0,1

a)01234567..48 49 50

In der Zeichnung ist der Ablehnungsbereich unterstrichen
und tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von

T(Cund S s.o.)

1-P(X<5)=38,4% auf.

b) Gemal Zeichnung in Teilaufgabe a) berechnet man der
Reihe nach

1-P(X<6), 1-P(X<7), 1-P(X<8), ... bis ungefahr 12%
herauskommt.

T(Cund S s.o0.)

1-P(X<8)=12,2% auf.

Ergebnis: 9<X<50

[*Ende]
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[*Anfang]Teil 3 Gebrochen rationale Funktionen
1. EinfUhrendes Beispiel

X
x—1
Der Funktionsterm hat fur die Fotografie eine wichtige
Bedeutung. Er resultiert aus folgender Aufgabenstellung:
Mit einer Linse der Brennweite 1cm (Handy) soll ein Bild
aufgenommen werden.
Bei der Gegenstandsweite x in cm gibt f(x) in cm die
Bildweite an.
Beispiel: x=100, f(x)=1,01
Badische Zeitung 22.3.2014
Viele Smartphones setzen auf zwei verschiedene Kameras.
Eine hochwertigere Autofokuskamera auf der Ruckseite flrs
Fotografieren und Filmen sowie eine etwas einfachere
Kamera auf der Vorderseite fur die Videotelefonie. Die
Autofokuskamera besteht ublicherweise aus einem
Linsensystem mit einem Stapel von vier bis sechs
Einzellinsen. Ein kleiner Motor bewegt den Stapel um

Gezeichnet ist das Schaubild der Funktion f: f(x)=
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Zehntelmillimeter und stellt so das Bild auf dem Bildsensor
scharf. "Das Linsensystem korrigiert Bildfehler wie etwa
Verzeichnungen und Farbfehler", sagt Oliver Schindelbeck
vom Optikhersteller Carl Zeiss in Oberkochen. Der
Autofokus erlaubt ein Scharfstellen im Distanzbereich von
15 Zentimetern bis unendlich.

Beim Fixed-Fokus ist das Linsensystem hingegen fest
verbaut. Die Abbildungsqualitat ist schlechter, die
Tiefenscharfe reicht von einem Meter bis unendlich. Fixed-
Fokus ist in der Regel bei Einfachhandys verbaut. Ein Modul
kostet nur rund funf Euro. Eine Autofokusoptik schlagt
hingegen mit 15 bis 50 Euro zu Buche. Drei bis funf
Millimeter sind die typischen Malde einer solchen Kamera,
zu grold fur die flacheren Handys der Zukunft. Deshalb wird
daran gearbeitet, die Kameraoptiken weiter zu
miniaturisieren.

Mathematische Betrachtung zur Funktion:

X
f.f(x)= =
Das Grafikprogramm zeichnet zwei durch die Gerade x=1
getrennte Kurven (fur das Fotografieren ist nur die rechte
Seite relevant).
Bei der der Gerade x=1 handelt es sich um eine vertikale
Asymptote.
Die Berechnung von f(1) ist nicht moglich, da man durch 0
nicht dividieren kann.
Die maximale Definitionsmenge von f ist daher R\{1}.
Wie kommt nun das Grafikprogramm dazu die Gerade x=1
zu zeichnen? Warum kommt keine Fehlermeldung?
Im Zeichenprogramm gibt es die 0 nur naherungsweise.
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Annaherung von links:

X f(x)
0 1
0,9 -9
0,99 -99
1 -
Annaherung von rechts:

X f(x)
2 2
1,1 11
1,01 101
1 -

Die Gerade ist sozusagen die Verbindung der Punkte (0,99|-
99) und (1,01[101).
Mathematische Schreibweise:

—+o0 fir x—1+0

-0 flIr x—1-
x—l_) ur x—1-0, x—1

In obigem Schaubild kann man noch die horizontale
Asymptote y=1 einzeichnen.

Setzt man der Reihe nach fur x die Werte 10, 100, 1000,
...ein,

so erhalt man fur f(x) immer genauere Naherungswerte fur
1.

Das Gleiche gilt fur -10, -100, -1000, ...

Mathematische Schreibweise:

—1 fUr x—-x

1 fur x—
x—l_) e x—1

Im Gegensatz zu Asymptoten bei Exponentialfunktionen gilt
hier die horizontale Asymptote zweiseitig.
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Allgemein:

Vertikale Asymptote x=a, wenn [f(x)|—< fur x—a-0 und
[f(X)|— fUr x—a+0 .

Horizontale Asymptote y=b, wenn f(x)—b fur [x|—e.

ax+b
cx+d

2. Schaubilder der Funktionen f(x)= (Xx#- g)

Zeichenbeispiel:

3x—4 , 3
)= 4§—3 0#5)

h{x)=0.75

(Nenner=0)
4x-3=0[+3
LT lx=3)4

3
X== ...
4

Gleichung v. A.

horizontale Asymptote

3x—4 _x(3—-4/x) _3—4/x 3 .. 3
= = — — fUr |x| >, y=—

4x—3 x(4-3/x) 4-3/x 4 4

Verwendet wurde die Ausklammermethode, wobei

4/x—0 far |x|—< und 3/x—0 flr [x| >« als bekannt

vorausgesetzt wird.

Verallgemeinerung:

n
ax +... a .
——— — = fUr [x] >, y= o=
b x"+.. b, b,

vertikale Asymptote:
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vorausgesetzt Zahlergrad=Nennergrad und n grofter
Exponent.
3x—4

Zuruck zum Schaubild zu f(x)= 3

4x
3. Schiefe Asymptote
Zeichenbeispiel:

f(X)=x+1+ L (x20)

X
Der Funktionsterm setzt sich aus dem ganzrationalen Teil
fi(x)=x+1 und dem gebrochen rationalen Teil

fa(X)= 1 zusammen.
X

Wegen des gebrochen
V rationalen Teils ist hier
die y-Achse (x=0)

vertikale Asymptote.
Da f2(x)—0 fur |x|—<°,
_ist y=x+1 schiefe
Asymptote.

x°+x+1
X
die Aufspaltung leicht vornenmen, man teilt einfach jeden
Summanden des Zahlers durch x.

Bei Angabe von f(x) in der Form f(x)= , kann man
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Im folgenden Beispiel geht dies nicht so einfach.
Zeichenbeispiel:
X2+ x+1
f(x) 1 (x#-1)
Zwar kann die vertikale
Asymptote x=-1 leicht
abgelesen werden, die
“schiefe Asymptote aber
nicht. Es scheint sich um
y=X zu handeln.

h{x}=160x+160

Hier hilft uns die Polynomdivision weiter
(x3+x+1):(x+1)=x+1/(x+1)
-(X3+X)
1

Der Vorgang ist analog zur gewohnlichen Division zu sehen:
100:3=33+1/3
-9

10

-9

1
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4. Ableitung und Aufleitung

4.1 Ableitung

Zur Ableitung von Quotienten benotigt man zunachst die
Ableitung von Produkten.

Gegeben sind die Funktionen u: u(x) und v: v(x) mit
Ableitungen u'": u'(x) und v': v'(x) Uber einem bestimmten
Intervall.

Dann gilt: [u(x)v(x)]'=u'(x)v(x)+u(x)v'(x) Uber dem gegebenen
Intervall.

Beweis:

Zu zeigen:
u(x+h)v(x+h)—u(x)vix)
h

(1. Umformung)
u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x+h)+u(x)v(x+h)—u(x)v(x) _
h

— u'(X)v(x)+u(x)v'(x) fur h—0

(2. Umformung)
u(x+h})l—u(x) vix+h)+ v(x+h})l—v(x)
— u'(x)v(x)+u(x)v'(x) fur h—0, gemaf Voraussetzung.
Zusatzlich benutzt wurde: v(x+h)—v(x) Gr h—0.

Diese Eigenschaft nennt man Stetigkeit und folgt aus der
Ableitbarkeit.

Durch Anwendung von Produkt- und Kettenregel ergibt sich
schlieRlich die Quotientenregel

E ; (Z(x)-(n(x))")'=Z'(x)-n(x)"+z(x)-(-1)n(x)*-n’(x)

(20 y 2" (x)nlx) iy

( ) n(x)? ... Quotientenregel

u(x)

Beispiel:
(3x 4)_ 3(4x-3)—(3x-4)4 _ 7
(3x—4)2 (3x—4)2
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Hinweis: Fur hohere Ableitungen darf man den Nenner nicht
ausmultiplizieren. In diesem Beispiel schreibt man die
rechte Seite in der Form 7(3x-4)?, dann genigt die
Kettenregel.

b) Aufleitung

Wie wir schon gesehen haben ist die Potenzregel schon bei
der Kehrwertfunktion nicht anwendbar.

fx)=x" F(x)= % x° geht nicht

Die richtige Aufleitung findet man folgendermalien:
em(x):Xl-
e"™(In(x))'=1
X(In(x))'=1]:x
(In(x))'=x"
Damit ist F(x)=In(x)+c.
Damit kann man aber bei weitem nicht jede gebrochen
rationale Funktion aufleiten.
weitere Moglichkeit: Partialbruchzelegung
_ 05 05
x?—1 x—=1 x+1

Beispiel:

5. Besonderes
tritt auf, wenn die Nennernullstellen auch im Zahler
vorliegen.

Beispiel 1: f(x)=

x2

X (x#0)

X
Der Term kann gekurzt werden und lautet dann x+1. Das
Schaubild hat aber an der Stelle x=0 eine Lucke,
X (x#0; -1)

X2+ Xx

Beispiel 2; f(x)=

Auch hier kann gekurzt werden: x -1 . auch hier

x2+x x+1

bleibt 0 ausgeschlossen.
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Ubung:

a) f(x)=(x+1)%(x*-2x)

Geben Sie die Gleichung der Tangente im Ursprung an;
bestimmen Sie ihren Schnittpunkt mit dem Schaubild.
Ergebnisse: Abl.(f'(x)=2(2x-1):(x*+1)3; f'(x)=2(5-4x):(x+1)*);
As.(x=-1; y=1); NS.((2|0); (0]|0)); EP.(T(0,5]-1/3);
WP.((1,25]-5/27)); S(-2,5|5)

b) f(x)=-x3/(1-x?)

Ergebnisse: Abl.(f'(x)=x?(x?-3)/(x?-1)?; f'(x)=2x(x*+3)/(x?-1)3);
As.(x=-1; x=1; y=x): N(0]|0)=W(0|0); TH(xV3|+1,5V3)

c) Berechnen Sie die Flache zwischen dem Schaubild der
Funktion f: f(x)=(1+x?)/(1-x), den Koordinatenachsen und der
Geraden x=-1.

Ergebnisse: f(x)=-1-x+2:(1-x); f'(x)=(-x3+2x+1):(1-x)?;
f'(x)=4:(1-x)?; F(x)=-x-0,5x2-In(1-x); A=2In(2)-0,5
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